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��������������������������� �� �!"��#$
��%��&�����'���%���(�������)��*���+�%���,�-+���!�&�'.

�����"���+�����)���������!���/0�������������!��-+���!�%��.
��'����&�'�����'�� �+�*����%���������!���1��� !")�����.
��*������+��� �! �����#+"!����!#'��!#'#����� !��+���0���
!�� !���!�����"����!�(���'���!"���������)��� � �!�%�����
��+�%��� ��� (�#����*� ��+��� �� '�(��� ����!�"� ���'�� +�2/
�����)��� !���+/���
�� !")������/� -+���!�%����'��  �+"� ��� ���� �(�������

�(&�!"���"�����+/��1����&��!,� [ ] 3
&

� = �����)�&������+/��

�+��������� !")��������&�'�����'�� �+"
���45��%�!���&����&��������� !")��.
������� �� ��� ��� ���#�6��� ��� ����!�"�
� !�%�&����!�'�� !� �!6����+/������ �
�!�*��*�&�!�������##&�������&�����!#.
'#0�!�(&�!����/�7�5!�������&������ !�.
������ ����"���&�����&���+�*���4!���87�
��'+����� ����&#� �(� (������� -+���!�.
&�'����(&������!#'�-��'�� !�������#9�.
���#��� &�'�������  �+��� +����� �� !".
)������������!�'�� !������+"0������*

��!#)���������������������&��5!�%�&� !��(���������� !".
)���������� �+"�����+��#�: �π �+0��*���!#)������!���#��&
������!�(���!�������+������,

:� � �⋅ π = �

4���#0�%���/�-��'��!���������;�(������(���0��6�!�#+"6�.
�*������!���� ������#!#���+��������!�'����!���&��!����&�&
%�����&��+#%���!����� : �π �7����0�����������!�(&�!����/

�� !")��������&�'�����'�� �+",�<�=�	�
>
&
�

�(#&��� !�� �+�)��/��%�����+������+��/���+/����#���
�+���*� 
� -��'�� �������%��'��  !������� ��� �'�� ��+��� 
� � �
�#&&�!�#0���+�%��#��� !")�������� �+"�4 ���!�*��*�&�!��
�� &�!������+/��*�  +�������7� �#����  !� �!6����+��� ��
��+/�����������
��5!��(���������
�&�)�����(���/�-+�&����&
�������'��!�(&�!����/� [ ] 
 &�
 = ⋅ �
?�+�����(��������%���-+���!�&�'������� �+��!�� !���!�.

�"���"���)�������##&��4 !�%�&���������������'�7��+�'���!"
��&#��%��� �!�&������4����!�&���7�-+���!�%��������&�'���.
���� �+"� �!�)��0���!#'��!#'��������#����� !�� �+�)��/�
%����� !")��������-��1� �+�*���"(����������2����&� !�.
 �!6����+/�����,

� �∼ �������������������������������487


�%�����+���1� �!�&��)��/��5���!�*��*�&�!���+0�� ����
#(���/�!�(&�!����/� !��(������",

[ ] : :
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�� = ⋅ = =
⋅

�

������/�-���!�(&�!����/� +�������� ������-��!'����������
-��!'���� !�����09�*��������6#��!�&����%�!�(� �! �����#.
+"!�#0� +�9���#������%��*� +�9�����@��� +������/� ���.
�����(������"������!�&�5�*����'���� ���&������'+�*���'�
;�(����?)����A��!��5�*����'�������!�*����+�-��� ��"���
��8BBC�'��#��D�&���&��%����+"�# !#'�*���+������+�'�%���
 ��"�����9��!��/2��48BECF'�7���+����������!#����&�;�(�.
��&�����+��&�
+�������%�&�	&���&��5�-��&#� +������/
 ������ -��!'��� +0��*� ;�(�%����*�  !�!���� � !����+���
��(���0�������!�&�	&����5�*����'������(���/������#���
����!������/��&�����-+���!�&�'������� �+��������

���	����������������������������������4:7

������� ����"���*��������&�)��� �!����/�-+���!�&�'.
����#0���+�#��?+"������(���������"��#)����%������������+
 �!�&����&���� !�&�!����#�����+/��&��� �!����&����+�
%������*� : ω = π ,

GHI�� � �= ω �

��'��� &�'�������  �+�� �#����  !� �!6����+/��� ���!����
4��& #7� �(&�����"� ����� ��� �!�&���&�� �+��� ���� '���!"�
#&����+0���� !� �!6����+/��� �!��*� !��(�����*������ �
�!�&���
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′ ′= ω =∼ �

�#�������%��������+����� �'���!��/��� !��(�����*���&���&�.
��%����*���%���(!���"�������&��������%�����'���%���!�(&�!.
����/�-��*���+�%������+)�������!)��/����#��#���(��&���.
��+�����������/���!����� !� �!6����+/��*� �!���#����(&�.
����"� ����� �+��  !"&��  !� �!6����+/��*� %������� -��'�
�(&�����"� ω ����'��� �+#%�&
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�
�

′
∼ ��������������������������4J7

5�"�+����� �� (��&�����+�� !�����"��"� �� ��� �(+#%���+"� ��
�+#%�*��,� ���� ���/� !�(#+/���� (������ ��1!�����"�  �����
-��!'����?�*������+/���� +������/� ������-��!'���4:7���+.
)���#�����/���!�����"���&����� :8 � ��
� ����+/�#��� !")��.
������-+���!�%����'����&�'�����'�� �+�*� !� �!6����+/��
�!#'��!#'#�487�������)��"��(���1� !� �!6����+/���8 � �
�� �!/�  !�������&� �#)��*� ��&�  �!�&����*� ���� ���

!�(#+/���� ��+�����+/��'�� ���)���"� ���!1����(�  �+�)�.
��+/��'��-+���!�%����'��(�!"������� !�.
��+�1���!�(����+���*�
��4!���:7����'��
-����(�!"������1�����"���6���!����!�(���
�'�� ��& ����!#��� �� ����)��*� (�!"�
 !����� �+�)��'�� (����K� ��'����� �&�.
9����"����!�����"������4L�L�M�
7����(��.
�����-+���!�%����*��� �+/���&�&����&
����1��"���!�(�����6�+�&��������"�-+��.
�!�%����� ��*�!�+/��&�� ���  ����+/�#
(�!"�����)���"�������!���/0�� �′= �4���/
���!���/���-��� !��(�����"����!�����"��"� ���!�&���7���'�
&�)���# ������/�-+�&���#�����

[ ] & �+
� �+ & 
 &

� �
�
 �� �� ��′= = = = = ⋅ �

 !�%�&�� 
 �� ��= =¢ ¢ ¢¢ ��D��%������!�)�����4J7�&�)��� �!�.
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′ ′′ ω=∼ ∼ �

5��"����� %��� ����!��� %������� ��(���� ��� ��'��� %��� &�
���)����!�+�� !��(����#0�����&�9���"�(�!"��� GHI� 
 �= ω �
�� �!/�� �� �&���� 487� �� 4:7��  �+#%�&�  +������/�  �����
-��!'��,

: C
: :

:
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� � � � 

� �

′ ω =   
∼ ∼ �

�#��#)�����/��%�&� �+0�����/�"��3�. �!��1�������!�� 
�
�
�


�
�
�� 
�
�
� 4!���J7� �(��&���  �! �����#+"!��� �� ��!�(#0�

 !��#0� �!�*�#� 4���
���!�����������������.
��!����*� �����&�7� �
-��������# �&���+��/��
��&�&� ��%�+��� (����
��)��*���+�%�����5�.
�"�����%��������!� +��.
������  ������ -��!'��
�� !��+���  �� !���#�#

��� �(+#%�09�*� N-+�&����!��*� �������� �+���*� 
O�� �� �'�
&��#+/�#���������!����� !� �!6����+/�������!��#�!�����.
"��"������ �+"�4 !��� 
� 7��5��+���������+0��������!�)�.
���(�������1!�����"�-��!'���4#)���� �+/(������*���2�7,���
 �+��*� �����(���������� +�9���� :C �π ��;�!��!���#��&���
 �-��&#�� �#&&�!#"� ����������  ������ -��!'���  �� ���&
�� !��+���"&� ��� �� �+"� 4�� ��� ��+/��� ��&�!������+/��*
 +��������� ����  ���(���� ��� !��#���� J7��  �+#%�&� �+��*
 �����-��!'��,

: : C� � 
 ω∼ �� [ ] ?)
�

� = �������������������4C7

��#����J���&����!�!#������)���%���%�!�(� �+����#��+�.
�����+����� !��+���"������!���-+���!�%����'����&�'�����.
'�� �+�*��(&��"0��"���� !����� �+�)�����������!�&"����
�����!� 5�*����'�� ���'��� �� !��+���  �� !���#�#.�����!#�
 !��������&#��(���!�������� �+"�
�������%�����&�������!�����,� �+��*� �����-��!'����

���(�+�"� !� �!6����+/��&�%����!��*���� ����%���������.
+�����*�������@���(�����&���/� �+#%����48BE8F'�7�(�&�%�.
��+/��&���'+�*���&�;�(���&�?)���&�	�+/"&�&�-+��&���
��&��"�+������� ������&�����!�)����&�4C7����(��+��!-+�.
�����&�!����"���&����-��� �(��+"�����P"����/�&��'�������.
!������;�����
�� !�&�!�� �%�&#���������%���'�+#�����1��"�����+��%.

��&�� ���!��4����!�*�'+�(���� !���&��������� �(�����+��
��+��  !��+�(���+/��� ��� Q�C� ��� Q�ER� &��!�&��!��� �� ��
;��+�����'������!����'��#%������7� !��#����#0������6��.
������ �!/�&��&�)�&���P"����/�-����+��#09�&���!�(�&�

�&��;�!�� ��� �����&� ����!����,� �� ��*� �� +0��*� ��%��
 !���1��"�� ���� ��(����&��� ;+#��#�6���  +�������� ��  �.
���"������!�(#0��"���!�� ���0��"��'#�������!�(!�)���"�
��������+/��"�;+#��#�6�"����6���!�6���&�+��#+���&���.
+��� ��!�"����� %�&� &��/2��� ��+�%�������� &�+��#+� �� ��*

#%����#��������%��� ( )8 8� � �= ± ��'��� � ����!�����

(��%�����(���������%�����+/2�*� !�&�)#�����!�&��������.
��������+������#9��������+�6������ !���&�0��-����'#��.
��� ���� %����6��� 
�  ����+/�#� �+���� ��+��� ����'�� 6����
&��/2���%�&��!����'���������'+��������!�)���0�4C7������
��+/����!����������"��5��-��*�)�� !�%������+�6�����#��
 !��(�����������1����%�������)#��"��!����&�,� #�/��������

��&��;�!�������+/("9�1�+#%�1����������"���+/2�&�������
����������������������"�������� ���!���� !��&#9��������
'�+#��"���& �������
���!-+��������!����"��������������#����+#%�0��%��/�&�+.

��1�%����6��!�(&�!������!�1� �&��'��&��/2���+������+��
λ ��
�%�����+��!���&��!����/���+����!# ����%����6������
 ���(�+�����+�������"�
 !��������!�1�!����+0.
��0��"� &����&�+/���
(��%���"� ���� ��(����.
&�'����-;;�6������!��.
��"��"�"#�D�����&���/
-��*�� ��%����*�1�!��.
��!���������� !��(��+/.
��'�� (��%���"� ����2�.
��"� ! λ �4!���C7� �(��.
+"��� ��P"����/� �� ���.
�������� !���%����"�.
+���"���������+��� �+#.
�������&#���(��������+/.
2�*�%�������!� ����+�6�����#�����(�+��/�'�+#��&���(.(�
!����"��"� �1� ������ ��� %����6�1�� (��������1� �������&�
���!�&�� �(� '�!"9�1� +����� ������� 4%�!�(� 
�+�����#S7�
D��%�����(�+#%�*����#9�1����-��1��������1���+���������+��/
�!����"���)�+��"���& ���������������+��/� !��&#9������.
�����!������+����"�%���/�� ���!���@����;����&�)�����P"�.
���/�� �� !�&�!�� ��&�� %��� �!����&#� ����#� �������������+
&����&#&� 4��%���$7�� �� ����&#� �� &���&#&� 4��%���%7� ��
 !��������*��!���*�!����"��"�

��9��!��/2���!������1!����������!�&������������*����

�� ����9�+�� �� �!����&� ������ ���� ���(�+��/��  !��(�2+�
�(��!)����� �#+����� 48BTF'�7� �� ����*� D�+������� ����� �
0)��&�  �+#2�!���� ����+����&� ��� ����!��'�� ��� ��+/��
-�����!�&�������&#������&���� �������&�����!�&�S
��#)������&���������4:QQCF'�7��� � #+"!��*���+���(���.

��*� �!���%������9�+��/��%���D�&+0�)������� ��� +�������
���&'�&��&,�#)��:QU���+��%��'���(+#%���"������1����������
 ���!1������� ���� ���� �� ��&��;�!�� ��)�� ���(�+��/� �����
��+/2���%�&� !�'��(�!���+��

�%����+#%���"����+���(�!�#��"��������� +������%�+���%�.

����&�"��!����(�!"������'����'�!"����!��/"���!����� +���.
!����"� �%��$�������&��;�!#� ����&#��"�&�++��!�������
%����6� � +���5����+/�#�-�����+'�)��#9���%����6���#�#�
!�(&�!�&�&��'��&��/2��8Q�&��!�&��!���4���&������������*
�+������+����(+#%����D�&+"�����& �!��#!�*����+��JQQ��7�
����(+#%�����D�&+���#����#1����/������&�������������+���
 !�(!�%����+"�-��'���(+#%���"��V�)�#���&���+"���+��%��'�
�(+#%���"���1�!����!��*��+���*���+��� Q�R�&�&∼ �!�(&�!�
-��1�)��%����6�&�'#�����(��/�"� �!"�����+������+���������/
��+/��&�� !���������+"&��� ��� �� #���09�&�� ��+��%��*
�������D�&+���3�!�(#+/�����D�&+"��1+�����"���������(�&�!.
(�#����������1�+���������&���������!����'���������������*
+#������������!��������# ���������(����&�"�"��!��"�(�&��
��������� 1�!����!������� ����!�*� �!����  �!��1� �� &�!�
���!���%�����  !�����(�+�� ���������� #%����� �����&��
����V������� ��  !�;����!� 3�3�
+������!��� 4������� ���.
(��/���� #������V��������'��;�(���.��1��%����'�������.
�#��7�
?�����#%����/�����!�'����&�!S
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��WX�5�Y?�����?3	Z�?�3��X���5���[Z��3�����Z,
����%�����)���������+��'�(�� ���!#������� !�1�)�����

-+���!�%����'������� �� !�������#��V���1���+��/��� ����/
N�� ��%����� -+���!�%����'�� ����O� �� ��&����/�� %��� "(��
�������+/���#��� �� �1�������� ��)�� ��)������������� ����1
"�+���*,�����&������&�%��.�����%����5���&�����!�(�+��%��
N��%���������O���&��+��&��+�����
\�!&#+���� �����09�"���%�����)�������� ���!#���������

�&"�;!��6#(���'��;�(��+�'�� ��;�(����������#��V�!�
5#�(�*+"�48E]]���8BT]7�������(���0��( )���'�*� (&+�,��

;�!&#+#��� �����09#0� !�1�)����������� �� !�������#�
��(���0��( )���'�-' ��A��!'���&����&�����&�6��*�;�(���
)�+���8EBE� ��8BRC�'������ !���+�'����)�(�����1���&���&
����!�1� ��(����� ���#)���&��� ��&�� ;�!&#+��� �+"� ��'�
%����� ��%�!��#�/,�!�2�+�(��#&��/�"��������!�&���1�!�2�
�(#%����&��"�+���"&����2�+����������(�&���+,���+���!��.
�����/�-���"�+���"�����&�)�������!#)��/���%�������!������
����!����!#���� �������"�� !���+���0������&#�����!�����
�� �!#'�&#� �� ��(&�!��� ��#%���� �#�#� !���� ��+�� ���� %��
����!�����&���� ���)���"�����!����&���%�����+"&�
��%��&���( )�� �*� (&+�,���0��"�;�(�%����"�;�!&#+�

��+0%���������"��#����4��&��+�7�����(��%�09���;�(�%��.
������+�%���������!���&�'#�����/�� !���+�������(&�!���
��(�����&�&���!�(�&����)�#0�;�(�%���#0���+�%��#�����
#&��/�� !���+��/���(�����&������!#'�1���+�%�����1��"9�1
�� ;�!&#+#�� ��&�  !�����"� �������+����/�"� ���  ������1
�� !���1�������+/2������+�������!������%�������#�"(�#�/�
���!���/� !�������"�)���������+��'�(�� ���!#���� !���.

+"���"���+�%���*����(����&�*�!��1���&����1�������(��%�.
�&�*��#���*�"�����/���+�%������4&����7�)��������� !�����.
09�*�%�!�(� � �!�%������%������!#����������6#��!�&���,

:" . /= π ρ �

��+�� �+"�  !�������  !�� �+�)��/�� %��� �!#��� �� 6�+���!
!���#��&�.�� ρ ��� +������/�)�����������/�������!���""� �
��%���0��!#������!���/���(&�!����/�!��1�������/

[ ] ( ) ( ) −= ⋅ ⋅ = ⋅: J 8�& ' �& �& � ' �" �

D�����5#�(�*+"�#���!)����,

π ∆=
ν

C

B

0 .
"

1
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D���/� 0∆ ���!�(����/����+���*�������6�1��!#����+���*�1���
ν �����-;;�6���������&���%����*��"(�������!����*�����.
2���0����%��*��"(�������� +�������,� ν = η ρ ���� �&��&�

%�����-;;�6������"(������4�+�� !������"(����/7�η �� ���.
�������#�!������4�"(���7��!�������)��������4�+��'�(�7����+�
�!���"� &�)�#� �+�"&�� )�������� ��(������� �� ��&� �+#%���
��'������!���/���%���"
&��"���"�����+�"����+�0�
��+��� �� !�&�!�� )��.
����/���%������� !��+�.
���� ��� �� ��� ���!���/��
(������� ��� ���!������
��������+���!���"����!��.
%������������6#� +�9�.
���'!���6��� !� �!6�.
���+/�������!�����(&�����"����!������� � �!�%��&��� !��.
+�����4�&��!��#���7,

2 3�

4 3�
= η ����������������������������4:7

@���;�!&#+���� �������+"�+�&���!��'����%���"�4�&����)�7
��;����%�����"�+"���"�� !���+����&���-;;�6�������"(��.
���� η ����&���&��%����"(�����!�����4������+0�����!����7
 !�������������� �6���&�1���%����*�-��!'����������� !��!�.
9���0� ��� �� �� +��#0� -��!'�0�� 5!������ �� ��%��� (!���"
&�+��#+"!��*����!����&�1���(&���(���������"��"(��'���!�.
��"������&��������*�������+"��#1�'���!���"��D���%����� +�.
��'�����)���"�&�+��#+���(�����'���+�"� �!��������0���
�!#'�*��V�+��#+���(�N&��+����'�O��+�"�� � ���"���N����.
!�*O�� ��+)��� 4�� �!����&7�  !���!����� �� �+����+/�#0
���!���/������������1�������!��������+/��1�&�+��#+��+�"
��+)��� ���*�������/���+��N� �!��O��5���!��/�&#�(����#
�/0������ ��� �+�*� ��� ���!���� N'������1O� &�+��#+� �#���
��*�������/���+��N��(��O��
��+�'�%������+"�&�+��#+�� � �.
��09�1��(�N����!�'�O��+�"���N&��+����*O�
��-;;�6�������"(������)�������*���'�(���!�(+�%�0��"

���&��'�� �!"������3�� !��(����&�%���/����+�6��(��%���*
η ��� ν � !����& �!��#!�� :Q ^_ ���("��*��(�� !���%����,

η �� ( )' �& �⋅ ν �� :�& �

3��� Q�Q8Q Q�Q8Q
3�(�#1 C8�B 8Q−⋅ Q�8RQ
� �!� Q�Q8B Q�Q::
A+�6�!�� B�R T�B
�#�/ Q�Q8RT Q�QQ8:

D�&���&�� %��� (���/� (��%���"� η� 4�� ν 7� ����� �� '!�&&�1�
�����&��!�1������#���1�����%���(��%������"(��������� !�.
��%����1� !�������"��������6�1�����(��%��&�1�5� �⋅ ��'��
�����6�����+���"�5����(����� ���&������+���'��;!��6#(�.
��'�� #%���'�� �� ;�(����� &���&������ �� ;�+���;�� �+�(�
5����+"�48T:J�8TT:7�����'����"(����/��(&�!"0���� #�(�1
457,� 8� 5� `� Q�8F5� �⋅ �� @��� �����6�� �"(������� ����%���
 �+#%�+���������(��������%���/�5#�(�*+"�
\�!&#+��487���(������%��+����1�(��%���*��1��"9�1������

��+�%���4!���#����!#���.�� �!� �������+���"� 0∆ ����!�����.
"����1�������&���%����*��"(������ ν 7��������������� �(��.
+"0����%��+��/�!��1���"��������0�/��&�+�� �&�'#�� ��"�/�
%��� !���1������� �6��+���������!�%�"�/���%�&.�������&�
 ���0��"���"����/�5�(�)��,6�&��,�������'��������!����
 ���&�"��%��� !���1������+����+)��� !���1����/�� ���0�.
�"�� ����/������&�)������+0���/���%�����������+���������6�
��&������"��-�� �!�&����
5!�)���%�&����'��/�"���+/2������+��&������(�&�%�����

3���&��'��!��������+0��+���%�����%�����)����������!�(��1
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#�+���"1� !���1����� �.!�(��&#�����'���)������/��#!+���
 �����"�����������)�������(���0���#!�#+�����&�4���+����.
���'�� abcdbefIabG� 7� ��� �!"��%��*7�� 5+������� � ���*���
��%�����)����������(���0��+�&���!��&�4 �.+������eghHIg
�� +���������+�*7����������%�����)����������#9����+"���"
���� ��� �+�"&��� ����!��� !�(+�%�0��"� ��+/��� ��+�%���*
���!������&��+�����&��"09�*�"�����+�"����+�0����������
( )���*� (&+�,�����86 &��� '�� 9��&��&:&��&�;�<)����
����9�=&�
�� �!/� &�)���  !���+)��/�� 5�������&� �� ;�!&#+#� 487

��!�)����� �+"�!��1����"�� (�&���&�����&���%���#0��"(.
����/������!�)����&� ν = η ρ �����!���&��� !���*���+���*
%���"1� !��������� ��� ���09��� &��)���+�� �� �+"� �!����*
���!�����/� �+#%�&

:8
B

0 .
/

1

∆=
η ���������������������������4J7

?��)����� )�������� � �������� '��!�����&����� A��!�.
����&���� �� ����� �(� ��#���  !����+�)�9�1� ��&#� !�(��+#
;�(���������!�*� !��"�����(����/�&��!�;�(���*��?!#'�"
��#���� !����+�)�9�"�&��!�;�(����������!�"�# !#'�����
����&�������'��!�����&���*�%�������P����"0����'&� ��)�
����>�8���9&<��@�����������6�"����+"���'��%����� ��%�!.
��#�/,� �+"� '��!�����&����)������/� -��� � +�2��"� �!����
3��������1�%�!��1� '��!�����&������+����(�������� ��'��
������+�����(������%���&��!���� �%��������+�������"���(
���&�����&�+��#+��3�%�&�-��� !�"�+"���"��3���&��%������
��+�%���� �� 1�!����!�������� � �����09���)������/�� ��.
���"��"�����+/2�&#�%��+#����&������ !�&�!�� '��!�����.
&���� �&���� ��+�� ��  +������/0�� 5+������/� ρ �� ����� &����
�����6����P�&�����"����&��!���� �%����"���+�%�����?�)�
���!���/�)�������������!�"�&�)����(&��"�/�"����N��%��O
��N��%��O�4�� !�&�!�� ����%���0��!#��7�� !��'��!�����.
&�%����&�� ������� ���/���� ���!���/�����+/��1�%����6�� �
���!���/�-+�&�������P�&��4&����7�)���������@+�&������P�.
&�� &�+�  �� �!������0� �� !���#��&� �!#���� ��� ��+���  �
�!������0� �� &�)���&��&�� !�����"��"&��� ����� -��� &��!�.
��� �%����*���P�����5�-��&#.����+����N��%��O�(���/��("��
������%�������%���������� ���# �0�����&������+/��*2�&
����#��&�
�� �!/� &��  !��!����� (���&�� %��� ���� &��!���� �%�����

��+�� �����"�� �(� ���&��1� %����6�� �� ���'��� �� �#����&��1
4����� �� &���++�1� �&�0��"� ���������� -+���!���7�� ���/
��(&�)����/���!�(��/�+0����&��!���� �%��������+�%���
%�!�(� ���&����� �������� &�+��#+"!���� �+�� -+���!�����
1�!����!��������5!����*2�*� !�&�!��5#��/�)������/���.
�������(�&�+��#+�&����*�?����@���%��+��&�+��#+��������.
6����P�&�����'��� ρ �`�?@��A��!�����&�%����"����!���/��

���!���/� -+�&����� ��P�&�� ( )� �
� �

� �� -��� �!���""� ���!���/
&�+��#+�)���������� -��&���P�&���3�������"���2�� 4;�!.
&#+��J7����!���/�/�&��A��9&<�&&�����&:&��B��9�=8�(� :&C

��&� �)�9����� ( )� �
� �

�� @��� ���!���/� �� ���%��1� #�+���"1
4�� !�&�!�� �� ���� !������1��!#��17� ������+"��������+/.
���&��!��������#��#��V��� �6��+/�������+�+���#!����&
#���!)�������%�����������"����!���/�/���-����!������(��.
%����� ���!����� �� ��%���0� �!#����W�������� (����/��V�
 ���)�&���)����������!���/������&��"���"���!�����"���&
���6���!���!#���
NW��.��������+�2��&� !��������#��!��������#&������%���.

��+/�������� +��������)�����&�+��#+�O�5� !��#�&�!�(��.
!��/�"���� �&��&��%����� +��������)�����1����%����&�+�.
�#+�����)#��"�����������!�����#��� +���'�����)���"����

����+����'���� !��+���"���!���""�-��!'�"��� +���'�����.
)���"�&�+��#+�!����

:
�

:
D�

` �
J
:
E  �

'��� �� ������!���/��� +���'�����)���"��������& �!��#!��4�
'!��#��1���+/����7�� �E ��� ����"���"���+/6&��������!#�.
���  ��%����/�� %��� �+"� ����� !�� ���%��1� #�+���"1� 4�� `
` JQQ� �7� ���!���/� �� +���'�� ���)���"� ������+"��

:
� J 8Q & �� ≈ ⋅ �� �� �!/� ��!�����  !�"���+��/,� &�+��#+�

1����%���������!�����'�0��"�����������!��������+����0�.
�"��!#'����!#'�&����&�����0��"�-��!'�"&�����& #+/��&��
�� ��"� -��� ���)#9�"�"� &����� &��+����� 4��� ���!���/0�� �
������ !�(� &��/2�*� �� +���*7� ���)���"�  �� �!#���� ����&

��!�(�&�� �������"� ���!���/� %����6�� ���/� ( ) +� � �
�� � � �� ��

�!������(��%������� +���*����!�����!������#+0��A��!���.
��&����� �������� ����/�+�2/� ����������!����*����!��.
����3���9�&��+#%����!���""����!���/�(������������+/�����

�
�
�����������!�&���,� ( )=

� � �
�/ / � � �

D��#&��&�"��\�!&#+��4J7�#���!)����,��!���""����!���/
��%���"�)��������+���*���(���������� !�+�)����*���+��
����%�����&�����!�(����/����+���*���(�������+#�� �����*.
�����&�����!�*�)������/���%����� ����"���*��!����*����!�.
��/0����'+�����&�1�������/0������ �����*�����&� ����"�.
��*���+����+�����)���"���#���!����&�����#�������#���!���"
#��(�������%����#9����#�����& ����!#"9�"���+��������-��
��+����� !��+���� !��������2��*���+����+���*���(���������
���!����������������#&&����+��#+0�� !���+"����!���00
���!���/� ��%���"�� ��� �#��&� '���!��/� (�'����&��� ��+��
����!�"� ��& ����!#��� ���2�00� ��+#�� -��� ��+�� �!���"
)�������� �� ������� �!#���� ��+�� �!���"� ��&� ��+/2��� %�&
��+/2���"(����/���� �-��&#����!���/�/���!����� !� �!6��.
��+/����"(������
3������(��������������"��� �!��*��(���#1�;�!&#+��� !�.

��+��2�1� ��(������ ����/��� ��!���&�"� �� �!/� ��� ���!�*
;�!&#+������( )����-' ��3���+�%������(������5#�(�*+"���'�
&�)����;�!&#+�!����/������%�����!����������������!)�+�
!�(&�!��� !����������5!������ ��+/��� �� ��&� �+#%���� ��+�
 !���������������%�����+/2�1�4&��!���� �%����17�!�(&�.
!����4?+"�&����1������������!#��#!�����*� ��1����� !�.
&���&�7
� ��������/���9������ !������/�-+���!�%����*������ �.

�������"� #��+/��*� -+���!� !��������/0� σ �� ��  �&�9/0
����!�*�&�)���(� ����/�(������&����;�!&������(����"9�*
�������!����*�;�!&����!�(&�!�����!�(6�����+�� ( )F F �=

� � �
��

 +������/�-+���!�%����'�����������%��� �
�
���� ( )� �
�� �

����� !".
)������/�-+���!�%����'�� �+"�����*�)����%�������&�)�#���&�
���/�+���*��"���"(/������&��#0��(�����&��&����+���+/��*
4��;;�!��6��+/��*7�;�!&�,

( ) ( )F � � �= σ
� ��� �

����������������������������4C7

'����� +������/����������� !")������/� �+"��������!���
��+�%�����3����(��!� ��&� !�������������!����++�����"(/
&�)�#� F

�
����
��
��+�)��������&������#��&����-��&��������+�.

���/�"����&���&� ��+/���� %��� 1�!����!� -��*� ���(��!� ��*
(�����&�����&�)������/�#������+�������������������*���
��&&��!����!����++����+"�-��'�������#)���(���/� !�!��#
 !�����&������Z�!����!����(��!� ������+��������(������
&��!���� �%����*�;�(�����?!#'�*���)��*������������!��#.
09�*�#��%����"� !�!���� !�����&�����������,���!�������.
��1�#�+���"1�σ �i�Q��3�+�%�������!����"�#��+/��*� !�����.
&������-���#��+/������ !����+����,� 8ρ = σ ��D������&���
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#!������"� -+���!�����&���� � +�2��1� �!��� �� ��#��� ��
-+���!�%����1���&�'�����1����*����1�&��!���+��� �(��+"0�
!���%����/�!�� !���+������������-+���!�&�'�����1� �+�*
 �� !�������#����&���!�(����!�(����(���%��-+���!���1��.
�����!����;�(����!�2��������&� #��&����&�0���'!�&���
 !����%������(��%�����
D��������'���%�����&���++�1��� �+# !��������1�-+���!�.

%����*�������#9����+"���"� �!�����&�(�!"����-+���!���&��
 �(��+"��� (� ����/�  +������/� ����� �+��#09�&� ��!�(�&,

G GF G@ /=
� ���

��'���&���(�!"��-+���!����� G@ ���%��+��-+���!����

�� �����6�� ��P�&��� �� G/
���

� �� �!���""� ���!���/� ���)���"
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��*� ���!���/0� %����6�� ��#�+��+����*� �����%��*� ��+�*�
5#��/�  ����)����/� -+���!����� ���/� GH �� ��'���� ��'+����
;�!&#+��4R7�

:G
G

H
G @

σ= ��������������������������4T7

D��%���"�#��+/��*�-+���!� !���������� σ ������%����#��+/.
��'���� !����+���"� 8ρ = σ ��&�)�����*������&��'�1�� !�.
��%����1��3�+#%2�1��(���1������+/���#��(����(��%����� !�
� !���+����*� ��& �!��#!��� ��� (������"� �� ��& �!��#!��"
(�����&���/� ( )ρ  ��5!�����&���/� �#9��������� (���������
��& �!��#!��������������!�����#��������!������/�������+/��
��& �!��#!��"�(�����&���/�����+/��� �+#%����"���-+���!��.
��*����!���&���++���(�����&���/�#��+/��*� !�����&�����σ
���  �!�&��!���� � �����09�1� -+���!����  !�����&����� �
��1��������#9����+"��� �!�����(�!"������'��� �� !�������#
��%�������
5!����*2�"�&���+/�-+���!����*� !�����&�������-���&�.

��+/�?!#�����!��6��D�&&�!;�+/������'+���������!�*� �.
!�����(�!"�����&���++����#9����+"0������������-+���!����
���#��������("+��/���&���++�1��5!����������6������&����
)������/��+���!����++���+��� �+���������&�����&�09�1�"
�����+�6��V����+����������(#0��",�-+���!������+������".
(��������"�!�&����������!"0������&���"(/��� �!�&�9�0��"
��������� ���!����++#��5�%�&#����)������� �!����%����&
 �+�������� �1�)��������)���������������&� !���!�������
��P"���+����������"�&�1�������V������#��&����-��&�����.
���+����/�"�� ��  !�����  !�&�&� &���+/� ?!#�����!��6�,� 6
'&� ��&�&��A�I (��6�=�<�8��J�&)�9���6�������(���+�D�&.
&�!;�+/���������# �&"�#+��'����(����+/��������������+�%��
'�(����������1�-+���!�������&���++�1� !�� �+�)�+��?!#��
����!��6�4�� �+# !��������1���'������(��+�7��D�&&�!;�+/�
)�� ��"+��%���J�&)�9���8+�I (�� <������86 �A�)6 ���68C
'��5�9'�� '��
�#��&� ��+�������+/����3�+0��&�&���++�����/�'�(�������.
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��"(����"� !�(������  ����6��+��� ��� ���6�1�  !���������
��+�� ��� -��� ��+�� �����������"� ��+��� ��*���#09�"� ��

-+���!����� ��� ���� ��� #���!"+��/�� @��'�� ���  !���1�����
@+���!��������+����"�/���+0��&����!#2���"&�������!��
���'������/����!����++�����!"0�� !���!������*����-+���!�.
%����'��  �+"� �& #+/�� �� ��!&�("��"�� ?�)�� �� ����+/��&
�!����++��� �� ����!�&� ���� ���  !�&���*�� ��� ��;������ �
��!#��#!���!����++�%����*�!�2�������������!#2���*�����!�.
'��  �!����%����&� !�� �+�)����� ���&��� �+�� �������  !�
��+�%��*�����#+"���& �!��#!�� !���1�����!����"�����5!�.
%���*� ��!&�)���"� -+���!����� �+#)��� �� +��������)����
���&�����1���+�����"����!#'���!�'��;����!������1�6���.
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 ��  !�������#� ���)#��"� �� �!����&�� 
� ���� ���+�������"
-+���!������!#'����!#'�&���� !����"������!&�)���0,� !�
&�)-+���!����1����+�������"1��& #+/����++�������-+���.
!����� �!�!�� !���+"���"�&�)�#�-+���!���&����������� �.
!#���������%�(������(��(�!������� �����-+���!����������!&�.
(���"�
��������!�(#+/��������+�������*���6���!�&��!����"��"��

��P�&��  !��������� ��(������� ��+�� �!���"�� 3� ��'+����� �
(�����&��&�����+���!���"� !� �!6����+/����!����*����!�.
���� '�(�� -+���!����� �� �� !��+����  !����� -��*� ���!�����
�� �!/�&��&�)�&�(� ����/�#!�����������)���"�-+���!�����
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'��� Q/ � �� ��%�+/��"� ���!���/�� �� τ � �� �!�&"� (��#1���"
�� !��+����'�� ���)���"� -+���!������ ��+��  !�� ��)��&
���+���������-+���!���(�&������(&��"������*��& #+/�����
 ��  �!"��#� ��+�%���� τ � �� -��� �!������ �!�&"� ��������'�
 !���'��-+���!������+���!�������!�&"�&�)�#���#&"����+���.
����"&���	&��)����!�&"� τ �����!���00����!���/��� +���'�
41����%����'�7� ���)���"� -+���!������ &��  �+#%�&� �+��#
��������'��  !���'�� -+���!����� 
� 4�!���00�� �����������7�
W�����(������&��&�'����/�(� ������������;�!&#+��4C7��
 !�����&���/0�� ��� (����"9�*� ��� !���#���  !���+���� .�
��+)����� �+�"�/�"���+/����#�+����,�. 
� ��43�������!#�.
�#!�1����%���
�i�.�7
D��"���!�)������+"���+���!���"���(�#�+���"� �! QG� 2+ =

�� ��

���!#������*������(����"9#0�����!�&�����!���00����!���/

G/ �����%��+��/���-;;�6�����-+���!� !���������� σ ,
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V�)��� ���(��/�"���!����&,�(�%�&��������-;;�6����� σ
��!�)��/�%�!�(������!#'�1� G@ �� τ �4(�!"��-+���!�������'�
&������(������7��?�+������&��%������� �!�&��!�� G@ ���τ �&�'#�
���/���(�����&���(&�!���������&���&�&�;�!&#+��4B7������
�(���)��*2�1�;�!&#+�-+���!����*����!���&���++����&�)��
���/� !���!������!�&����'��� G@ ���τ ��&�0�� !����*�;�(�%��.
��*��&��+������%���;�!&#+��4B7��=K,��,&��( )���-' �����
� !����+���������+/����+"�&���++����������+"� �+# !����.
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��� �!/� � ����&�"�� !���+��/� ����)����/�%����6� !�
 #�(�*+���&� ��%����� )��������� @��� %#�/� ��+��� �+�)��"
(���%���3 !�%�&��������;�!&#+���+"� ����)������%�����+/
&�)���� #����/����!�(#���+0%��/�"������#)������ �+#%��.
��'��!�(#+/�����

W����6��)����������!"0���& #+/����+/��� !�����+��������
���������*��!#�����1����+�������"�&�)�#�����*����(�+��/����
&�)������#%������/� ����&�)�� !�%���&��%�����&�)-+���!�����
���+�������"���������-���������������&��(���&�� !�����+���.
����"1� !���1����� �!�!�� !���+������& #+/���&�)�#�%����.
6�&���5!�� ���6����!��&� +�&���!��&�  #�(�*+���&� ��%����� �
�������1��+�"1�)�����������!�������%���"������+/�����+�%�.
0��",�%�&���+/2�����6���!���!#������&����!���/�&��/2�����+�
�"(��'���!���"� !� �!6����+/���������!���������� !�����+���.
������-+���!������� !� "�����"&��������!�*� !��(�����*��!��.
��*����!����� �����!�������
?�*������+/���� ��� ��)��*� �+�*� )�������� ��*���#��� ��+�
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 ����"��������-�����+����+�����!������!#'��!#'#��� �+��"���+�
!���"+��/�����#+0�����#+���"�!�(#+/��!#09�"���+����(������
��+/�������&��+#%������+�� 3� 3� �(��������������������+�����!�"
 !��(�����"���+�%�������#+"�
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�+�'���!"����!����&����(��%���"&��;�!&#+��48R7� �1�)�
���;�!&#+#�4]7��3�����1��+#%�"1���(��&�����+��������&����
����+/��*�%����6�����++����������!�1������������(��� ���.
���&���"�+������3� �!��&��+#%�����(��-+���!� !��������/�
������!�&��+#%�����(���"(����/������%��� ����)����/���!����
 !� �!6����+/���&����� %����6��� � �+��� �����������,� %�&
%����6���")�+������&�&��+�������������)���"��5�!�&��!��τ
�� 
τ ���&�09���!�(&�!����/��!�&������ !���+"0��"�1�!����.
!�&������ ������1� !�6��������1� !�!���������&�!�(+�%.
��"�
5�!�&��!� τ � ���/� �!�&"� ��������'��  !���'�� -+���!���

&���++���+�� �+# !����������D��-����!�&"����!����&���).
��*�-+���!�����%�&.������+�����"����!�(#+/�����%�'�� ���!"��
 !���!����&�*����-+���!�%����'�� �+"��& #+/�������#���.
���+������"����6����!���������"���,��!���""����!���/�-+��.
�!����������(!������������#�������
�� �!/� �'���!�&��� �!�&��!�� 
τ ��3�!��&�"������)���0

)�������� ���!#����V��#)��(���&��%������+�������������!#��
%����6�����&�'#�� ���!"�/� !���!������*�������2��*���+�
�& #+/����+"�-��'��������+)������+��#�/�"����������*����
������������������!��/�"������#�/����+�������*����"�)��.
����/�� ���� ��� %����6�� ���'�+��/� ��� �� #���!����&�  ��
��*�����&����2��*���+������+�������"� �!�&�2���0��%��.
��6������� �!�1��"���(��+�"����+�*��5!�%�������+�������*
�� �� +����� ���)����� &�+��#+� )��������� ����  !���+��
���!���/��� +���'�����)���"�&�+��#+�(��%���+/�����+/2��
%�&����!���/�# �!"��%����'�����)���"���� +��������)����
1����%����5�-��&#�1����%��������+�������"��3��� !��+�.
���� ��� 6���!�� �!#��� �� ������� ������"� ���2�""� ��+�� ��
��*���#����W����6���(��+�������+���1������������ � ���0����
�����#���!�(#+/�����&��'�1����+�������*� ��+����������+/.
����+���+/��'���+#%�*��'���+#)����"������������!�&"� 
τ
���/��!�&"������!���%����6�����!����&��!������������%������
!�(#+/������+#%�*��'���+#)����"��(�6���!���!#������!��/.
�"� ��� �������� ��#������+/���� %��� 
τ � ��&� ��+/2��� %�&
��+/2�*� #�/������ !����+��/�%����6��
�������!������"�!�(����"�+���"�����'�������!#)����2/
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��%��&�������*�(���%��
������� �� 4n:QQE7���8��)�8+� :&�89&��I��A��)�MNOP

���� ���)�����)9�;������S�T&��9�'��#�� ���9&() ��M�����O
68=9 �8� ��:)�� D� �� �� ����6&���6&���� � )Q� :��

U
DN� MNO

V
∠ = ∠ #�W�) ;��&Q�:���

U
DP� MPO

V
∠ = ∠ #

3�!�"����� !�9�����'��!�2��/�-�#�(���%#����� �+/(�����.
�&��!�'���&��!���������������+����� �+����+/���� ���!�.
���"��&�� �!�;�!&#+�!#�&�(���%#���(���&�!�2�&����'��&��.
!�%�����

D�&���&�� %���!���������
8
:

DN� MNO∠ = ∠ � !������+/��

!�������#� DN� DNM �NO∠ = ∠ + ∠ �4!���87��3 �2�&���#'�+

NMP� ��!#)����/� !ω � �� 6���!�&� ��D�� �� �� #'�+� NOP� �

��!#)����/� Sω ���6���!�&�����4"�����%�����!#)������ !ω ��

Sω �+�)�����#�!��%���!�1#'�+/�����MNOP7��W�!�(���%�#�N
 !�����&�+#%��N����N�′��"�+"09���"����!�&��������+/��.
&������!#)����"&� !ω ��� Sω ���������� DN� DNM∠ = ∠ ��

�N� �NO′∠ = ∠ �����!���������
8
:

DN� MNO∠ = ∠ �-�����.

+������!�������#� DN� DN� �N�′∠ = ∠ + ∠ ���������� ���.

��0�N����N�′ ��������!���������
8
:

DN� MNO∠ = ∠ ��(��%����

%���N�+�)����������*��(���9�1�4��#�!����17�������+/��1

����!#)����"&� !ω ��� Sω ����%�������)��!��������� DP�∠ =
8
:

MPO= ∠ ��(��%�����%�����%���P�+�)��������9�*�������+/.

��*�����!#)����"&� !ω ��� Sω ����&���&�&��&�� !�1���&��

�+��#09�*�����!����*� �!�;�!&#+�!�����(���%��8�
��������������9������ ���I��:&�89&��I��A��) �MNOP
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+����������+�)��������!�(���PO�4!���:7��5!�����&�����.
��+/�#0�P"�����!#)������ Sω �4"�����%���������!����NO7�
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��������%���!�1#'�+/����MNOP�� ������*����

NM�R�PO�	�NO�R�PM���+��NM�7�PM�	�NO�7�PO�

�� �+/(#"�!�����������!�(����������+/��1�� !��������1��(
����*���%�����&��&

N.�7�P.�	�N\�7�P]�	�N^�7�P�	�NO�7�PO�

�(�!��������NM�7�PM�	�NO�7�PO���N.�7�P.�	�NO�7�PO
�+��#��

N.�7�P.�	�NM�7�PM����+���N.�R�PM�	�NM�R�P.�

D��%����%���!�1#'�+/����MN.P�� ������*���+�������+/���
P"�����9�"�������+/��"��� !ω ��� Sω �

�#$�%!�!"�����?���)�����%������ ������&�%���!�1#'�+/����
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����0��"��4���%��'���!"����+����#�+�����(���%��:� !"&�"�NP��
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%���!�1#'�+/������ &�)���  �+#%��/� !�2����� �+��#09�1
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������� &� 43��!����*���"� �+�& ������ :QQ]� '�7��-)9�;C
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9&���I���9&�I��A��) �MNO�6���:) �� 8O Q� 8M Q� 8N �����6&�C
��6&���#�-)9�;������ _ω ��� Sω �6��� �8�6�:&�89&��I��A��C

)�� 8 8NM �O ��� 8 8OM �N ���C
��6&���6&���#� W�) C
;��&Q�:����=Y ,�6���C
9&��,,� ) � �&�A� ,� )

_ω ��� Sω Q�����:� ,���

8�M Q� �9���<��� :&9&(
��:)��M#
�� �!"���5��#�+���0

 !"&�"� 8�M � �� ��9�"
��#�!���""�������+/��"
�� _ω ��� Sω �4!����J7�����

���� 8 8MN MO MO M N+ = + � 4�&�� # !�)������ :7�� ��� &�)��
 !�&����/�!�(#+/����(���%��:��+"�N��!�)�����'�O�%���.
!�1#'�+/����� 8M NMO ��5�+#%��&��%������!�"���9�"�����.
��+/��"���!#)�����*� _ω ��� Sω � !�1�����%�!�(���!2��#�M�
������� '� 4	����"� �+�& �����  �� '��&��!���� :QQ]� '�7�

`�)��9�6 �8�<6&��&�&9&�&) BY�&�,��)9�;������ 8ω ��� :ω Q
�<� � ��� 6�&>�,,� ) � �&�A� ,� 
� �� �<� � ��� 6���9&��,,
) � �&�A� ,��#�� ��9,'�+���68=�9 &��,���:) �\Q� �� 
�9,'�+�
���9�,��,���:)��]���̂ �� )Q�:����9,'8&�\]���\^

) � B��,� 8ω ��� :ω �����C
6&���6&���Q� ��9&�I��AC
��)� \]^� ��<&9;��� �)C
9�;������ 8ω ��� :ω #�W�C
) ;��&Q�:���T&��98��)C
9�;����&+Q�6��� ��8��6�
6�&6�('�;�8&���9&�I��AC
��)��\]^Q��&; ��� ��<C
��+��9,'�+#
�� �!"���5��#�+���0

 !"&�"�������9�"���#�.
!���""�������+/��"��� 8ω

�� :ω ��  !�1��"9�"� %�!�(� \�� 5#��/� � �� ��%��� ������"
��!#)������� � ������*� �� �!�#'�+/����\]^�� ��� ���!���*
]^�4!����C7��5!�&�����!�(#+/����(���%��:��+"�N��!�)���.
��'�O�%���!�1#'�+/�����]\^��  �+#%��&��%������!�"���.
9�"���#�!���""�������+/��"���!#)�����*� 8ω ��� :ω � !�1�.
���� %�!�(� �� D��%���� ��%��� � ;����!������"�� �� 6���!�
��!#)�����*�� � ������1� ��� �����(&�)���� �!�#'�+/����
\]^��+�)������ !"&�*�� �! �����#+"!��*�
��� !�1��"9�*
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OP��P.���.N�����N.�R�PO�	�NO�R�P.�����(������"����!��
����!�������@��������(&��������!���!�"�4 ∗ 7���(��������
�!#'����'����!��6����W������;�!&#+�!����/��1������������*
���!�&���  !�&�&� �+��#09��� ��'+�2���"�� �#��&� ��!����
��(����/� aC��' ��+� 4MOLNP7� %����!�#� ��!�(����MN��NO�
OP��PM����#0��%�����%���M��N��O��P�!�(+�%��������+�)��
�������*� !"&�*��4�����4MOLNP7��4OMLNP7��4PNLOM7�������
�� -��� !�(���� ���(��%���"� ����*� �� ��*� )�� C.+�&���*�7
��(���&�C.+�&��#0�4MOLNP7�689�;<&���+����+�������.��

�!���(���%���M��N��O��P�+�)����������*� !"&�*�����)�&��%��
C.+�&���"�4MOLNP7�T&��9 �A� ,����+��MNOP��� �!�++�+�'.
!�&&����(���&�����!�)����#0�C.+�&��#0�4MOLNP7����� �C
��+�� ��+�� �#9����#��� ��!#)����/� ω �� ����!�*� ����0��"
 !"&���MN��NO��OP���PM��3��+#%�����!�)�����*�C.+�&���*
4MOLNP7�4 #��/�����)�&��M��N���O�+�)����������*� !"&�*7�
 ��!��#�&��� �+����+/����%������������� !"&�*�MN��� ω
 !���1���+�� �� ��%��� N�� ��!#)����/� ω � �#��&� ��(����/
6��� ���+� �� C.+�&��#0�41��"� -������ ���'��� ����������#��
 !���%��&#� ��"��0���!#)�������� ������*���&��'�#'�+/.
����4�&�� !�&�!����)�77�
���(������"���!���!�*��#9���������"���!#)�������� �.

�����*�����6���!�+/�#0�C.+�&��#0��&�)����;�!&#+�!����/
���,
4 ∗ ∗ 7��&T&��9 �A� ,�aC��' � ,�ZMObNP[�,6�,&��,����C

� ���+���I< ������A)����I< Q�)�I< �:&�89&���9&() �MNQ
NOQ� OPQ� MP� '�;��� 9 (=��A� � � <6&� � 98� ��9&()�6� �
9 6�8'����'' '��<���#
?���(����/��!���!�*�&������#��&��������0�����(���+/.

��������#��&���)�������6��-��'��!�(��+��
�� �!/�����+�&��!��� ������� ����/���!#)����/���C.+�.

&��#0�4MOLNP7�
?+"���%�+�� (�&���&��%��� ��+����!#)����/��������"� 4��

��� ���09�17�  !"&�1�\]� ��]^�� ��� ��� 6���!� +�)��� ��
����*� �(� ��#1�  !"&�1,� ��� ��#�!����*� �+�� ��� ���2��*
�������!���� #'+�� \]^�� W����� ��+�� #������� !������/� �
��!�)�����&��C.+�&���&������)���#��&�'���!��/������.
����!���1��#+���'����!�(��!�#��'��#'+�����+��#09�&��&��.
+���5#��/���%���\��]��^�+�)����������*� !"&�*�� !�%�&�]
+�)���&�)�#�\���^����+����!#)����/��������"� !"&�*�\]
�� ��%���\� 4]7�� ��� ���6���!�+�)������ �! �����#+"!�� �

4 L
 7� ��  !"&�*� \]��  !��������&� %�!�(� \� 4]7�� 5�-��&#
&�)����%����/� !"&#0� �
 ����2��*��������!���*��#+���'�
#'+��]\^�� ��  !"&#0� L
 � �� ��#�!����*� �������!���*� !�(.
��!�#��'��#'+��\]^�
���)�&��%�����!#)����/�ω �� ��������C.+�&��#0�4MOLNP7,
6���9&���'��=9 (�'����+�����6���!�+�)������ �!���%����

��#�!����1��������!���#'+���MNO��NOP��OPM��PMNK
4MO7.6�&>��'��=9 (�'����+�����6���!�+�)������ �!���%�.

���� ��#�!����1� �������!��� #'+���MNO��OPM� �� ���2��1
�������!���#'+���NOP��PMNK
4NP7.6�&>��'��=9 (�'����+�����6���!�+�)������ �!���%�.

���� ���2��1� �������!��� #'+���MNO��OPM� �� ��#�!����1
�������!���#'+���NOP��PMN�
�� !�&�!�����!��#����:���!#)����/� Sω �� ��������C.+�.

&��#0�4NPLO.7���#�!����&���!�(�&��?!#'�*� !�&�!,���+�
���� ������"���!#)����/� !ω � �!�#'�+/�����MNO��������"
���!���� NO� �� ��%��� M′ �� ��� ��!#)����/� !ω � � ������ �
4��!�)����#07� C.+�&��#0� 4 MM NO′ 7� 4NO7.���2��&� ��.
!�(�&�

�#$�%!�!"(
&��5���)�����%�����+�� ω �� ��������C.+�&��#0�4MOLNP7����

���� � ������ ����&� �(� �!�1� #��(����1� ��2�� � �������� 4��.
 !�&�!��6���!� ω ����&�)���+�)��/������!�&����������#�!��.
��*� �������!���� #'+�� MNO� �� ��� ���2��*� �������!���� #'+�
OPM�7
'�� 5#��/� ��!#)����/� ω � � ������ �� C.+�&��#0� 4MOLNP7�

5���)�����%�������� ������6���9&���'��=9 (�'���'�������+/��
��'������'���(�&��#��"�+�&���"�MNOPM�����&� �!�����09�"�"
��ω �+�)�����#�!��%���!�1#'�+/�����4��(&�)�������� #�+�'�7
MNOP�

� !����+�����+��#09���#��+������!���!�"�4 ∗ ∗ 7�
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�� ��&�T&��9 �A� ,��
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�� ��&�T&��9 �A� ,��

MN�R�NO�	�OP�R�PM#��������������������4J7

5��!����'�� ����(���+/����� -��*� ���!�&�� &�� (���/� ��
 !�����&�� �'!���%���"�/� �+��#09�&�� (�&�%���"&��� �(
��'���%���C.+�&���"�� ������"�����!#���� �+#%��/�������(
������2���*� 487�� 4:7�� 4J7�� �� �+/(#"� !��������� ��!�(���
������+/��1�4���+�'�%�����&#������-�����+�� !���+�����
!�2�����(���%��:7��?���(��/�)������%���+�&���"�� ������
��1��"��(�������2���*���!#������@���&�)������+��/����+�.
'�%��� ����(���+/���#� �!���!�"� 4 ∗ 7�� !���&��!��� !�(���
�+#%���!�� �+�)���"�C.+�&���*�����"�'��&��!�%����'����.
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cc[�&����<�,�ZMNb\][���ZMNb]^[���Y&��6�B���)9�;���C
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2)3�.�-�450-/)��?���)�&���� !�&�!��#���!)������4cc7�
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�+��#09�"�(���%��������� !����#9�������(������"��+��.
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&�&�� MP′ ���OP′′ ��������!��/2��� !���&��&��� �+����+/.
������'+�2������+"�689�;<&��8�� C∞ .+�&���1,��� !�&�!�
��+�� !"&���MP′ ���MN���� ���0������� ������"���!#)����/
��+)��������/�"� !"&�*�MN�����%���M�
V�)�������+��/������ ������� ����/���!#)����/���C∞ .+�.

&��#0� 4 MO NP∞ 7,� ��#�!����&� �� 4MO7.���2��&� ��!�(�&
4�+�� !��������2��&���!�(�&7��5!�����&��&��+���!�)�.
��0� MP OP∞ ∞− � �� �;�!&#+�!#�&� ���!�&#�� ���+�'�%�#0
���!�&��8��5�+�)�&� MP OP S∞ ∞− = ����+�����+#%�1� MP′ ��
OP′′ � ��2+��/� ��������������� ��%��� ^′ � �� ^′′ � ������� %��
^ ^ MP′ ′′ ′⊥ ��� M^ O^ S′ ′′− = �

�#$�%!�!"��9���7�5���)�����%���!�(����/� MP OP∞ ∞− �� !�.
��+������!!���������������(��������������!�����+#%�1���%��� ^′
�� ^′′ ���#�+����&� ^ ^ MP′ ′′ ′⊥ �
�7� ?+"� �!�1� ���� !��+����1� +#%�*� MP′ �� OP′′ � �� �P′′′

����)����!��������� ( ) ( )MP OP OP �P MP �P∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞− + − = − �


�)$�*�� ′� ��a∞ C��' � ,�Z NP MO∞ [�,6�,&��,����� ���+
��I< � �� ���A)�� ��I< Q� )�I< � 68����&��� �<��� �(� <6��
9 6&���6

MP OP MN ON∞ ∞− = − Q�����������������48′ 7

MP OP ON MN∞ ∞− = − Q�����������������4 :′ 7

�9�:&'�6��&96�'����: &���Y&��6�&���)9�;����AQ�6��� �C
� ,�6���9&���'��=9 (�'Q� �6��6��9�'����: &�7�6�&>��'
�=9 (�'#
5� !��#*�������(��/�-�#����!�&#���&����"��+/����3����6�

����/���#���� !��+�)�������"�����(���+/�������� �+/(#0.
9�'���������

�#$�%!�!"���:��� !���+����+�&��#0�����#&"���!2���&��N��
�������%�����O�������+"������#����(�#%��/����+�'����!�&��8′ �


�)$�*�� ′� �� *���A� < �8� a∞ C��' �8&� Z MN \]∞ [Q
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c[�&����<�,�<6����(�������Y&��6�B���)9�;�����Q�6��� �C

�8&�6���9&���'��=9 (�'Q������<�,��9&�A&+�7���;&d
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2)3�.�-�450-/)�� c7� 5#��/�� ���)�&�� �� C∞ .+�&����

4 MN \]∞ 7�� 4 MN ]^∞ 7�&�)��� � ����/� ��!#)������ ��#�.
!����&���!�(�&����'��� �����!�&��8′ ��&��&

\N ]N \M ]M∞ ∞− = − ���]N ^N ]M ^M∞ ∞− = − �

�+�)���-���!���������� �+#%��&�4��#%���&�!�(#+/�����# .
!�)����"� ]��7� \N ^N \M ^M∞ ∞− = − �� (��%��� 4������  �
���!�&��8′ 7���+"�C∞ .+�&���*�4 MN ^\∞ 7��#9����#�����!#).
����/��� ������"���#�!����&���!�(�&�
�+#%�*�4cc7�!�(��!����"����+�'�%���
�����#�6����� ������*������!�&��:′ ��&�)�����������+��#.

09#0�(���%#�
������� 6� 4n8:]J7� �� �I��� �� 6&9>���+� e� 6��� �8� <6&

�&�&9&�&) BY�&�,��)9�;�����#��9&�I��A��)�MNO�9 �����C
;&��'&;<����'��� )Q�:���&I��6&9>��8��&; ��� ����9�� �
�I� Q� �9 6�8&����9��8�MN���MO�) � B��,�����6&���6�BC
Y����)9�;����&+#�W�) ;��&Q�:�����'' �9 <����6��)9�;��C
��&+�9 6� �68���&��9&�I��A��) Q����Y&���+��(�6&9>��8�M#
�� �!"��� 5#��/�� �+"� � !���+��������� ��%��� N� +�)��

&�)�#���%��&��e���O���� 8ω �� :ω �����!#)�������������������.
���� � ������"� �� �!�#'�+/���� eMN� �� ���� ������"� �+"
�!�#'�+/�����eMO�4!���B7����!�(����!�#'�+/����MeN���&.
&��!�%�����������+/�����%���M�� �+#%�&��!�#'�+/����MeN′ ′
�� � ������*� ��!#)����/0� 8′ω �� !����*� 8ω �� ���� ���
MN MO MN′= = �����NO NO′ ⊥ ��5!�����&����!#0�������+/.

�#0��  �!�++�+/�#0� Ne′ ′ �� �� ��!#)������ 8′ω ��  #��/� ���
 �!�������� Me′ � �� ��%���\��5#��/� \P′′ � �� NP′ ′′′ ���+#%��
���� !��+��������+#%�&� eO eP′= �����&��!�&��!�� C∞ .
+�&�����4 MP ON∞ ′ 7��4 MP N\∞ ′ 7���4 MP \O∞ 7��5�!��"��(
��1� ��&&��!�%��� ��������+/��� �������!���� #'+�� OMN′ �
 �-��&#��+"������#9����#�����!#)����/��� ������"���#�!��.
��&���!�(�&��5�� ���!����0�� 8′ω �����!#)����/��� ������"
�� 4 MP N\∞ ′ 7�� D��%����  �� ���!�&�� :′ �� �+"� C∞ .+�&���*

4 MP \O∞ 7��#9����#�����!#)����/��� ������"���#�!����&
��!�(�&�����-�����!#)����/���+)������ ����/��� :ω ��5�+#.
%��&��%��� :ω ����)���������"� !"&�*� \P′′ �� �-��&#��#&&�
���&��!�����!#)�����*� :ω ��� 8′ω �!�����!�����"��0�&�)�#
 !"&�&��eN���eN′ ′ �������#�������*���������!�#'�+/����
MNO�
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&����������&����-++� ��&��'� �!��+�*��� �!���+�*�
5#��/���� +���������������%��� 82 ��� :2 ����!�����"���

8 :22 
= ��� !"&�"�3����� !�1��"9�"�%�!�(� 82 �������(������
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8 :2D 2D S+ = ��'���S�f�
���;����!��������%��+���"�+"���"
-++� ����;��#��&�� 82 ��� :2 K

8 :2D 2D S− = ��'��� ( )KS 
 
Œ - ��"�+"���"� !�� QS ≠ �����/
'� �!��+��� ��  !�� S� `� Q� �� ��!������*�  �! �����#+"!� �
��!�(�#� 8 :22 K
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48′ 7�4���������������4 :′ 77��(��%�����%�����%���M���O�+�)��
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� ��%����'�����*�����-++� ���4�&����� !�&�!��<J=7����+�)��
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'� �!��+���� �!���+������"��*�!�(�6���!�����&�*���!#).
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����&��#����)���"���+� ����!#)����������!���%����&

���������&� �+"� !�2���"� ����1� (���%� �+#)��� �+��#09��
����&���%������#���!)�����,���+��&���!��+/��"���%������.
)���"�������!���/0��� ����!#)������!���#��&�.����� !���.
6�"�#���!���"���%��������/���� !�������#0������%�����6���!#
��!#)�������!����

= = ω
:

:
�

�
! .

.
�

'��� ω =� . � �� #'+���"� ���!���/� ��%��� �� �����*� &�&���
�!�&�����@�#�  !���6�0�#���!���"���(���0����9' �A�8'
4 �! �����#+"!��&� �� ���!����7� �+�� T&��9���9&'��&�AC
�8'� #���!����&�� ��+�� ���!���/� ��%���  ����"����� ��� �
��)��*� &�&���� �!�&���� �����!� #���!���"� �� !��+��� �
6���!#���!#)��������������!&�+/����#���!�����!����� �+��.
&#�#���!���0��������)����!�)������+"���!&�+/��'��#���.
!���"� ���(������"� ��!��&� �+"� ���)���"� &���!��+/��*
��%��� ���B=�+��!���+���*��*��!�����!������+/��� ���.��
-��&� �+#%���  ��!�(#&���0�� 9 <���� )9�6�(�8� �!�����!���
�����!���#����!#)������������+����+�(��� !�&���09�*��
�!�����!����������*���%���
W�����#%���/�-�#���;�!&�6�0� !��!�2�����(���%�����&�.

������������#��(����*���������!��� !��6�!#���"�#!�������
���!�'��(�������/0�������� !����/�������)#9�*�"���%����
6���!#���!#)������4 ��!���#�#7��3���!��!#'�1����*�4��+�
�����#)��7�����#���"�#�������&�!�2���"�
��%!)�� #$��)0-�$�%�!"�,� ��+��� ���"9��� �� #!�������

���!�'��(�������/0������+"���+������)#9�'��"� ����!#)��.
�������+)������/�������)���������������&���� !"&�+���*.
��'�����)���"��@�����+���")�����4�+�����&�!��'���"'���.
��"7����+��# !#'��������+����!&�+/��*�!���6���� �!�����+�
���")���"���������+���!���"� ���"��+�����+/)���"�������
3�����/������.+����� �6��+/������+����� ��6���!���!�&�.
��+/��*��+��6���!���)��*���+�������+��#����4�� �&��&�
%��� 6���!���)��*� ��+�*� ��(���0�� ���#� �(� ��+� ���!6���
��(����09�1� !�� �!�1�����������!6��+/�#0��!�9�09#0.
�"� �����&#� ���%����� 5!�� !�2����� (���%� �� ���!6��+/��*
�����&�����%����-��� ��"��������&�����&��+��7
���������Fh )�B�'���' �A��B��)�9���A�<��;&��9 (6��A

 6��'�=��A�' ���+���	�Viiij)IQ�:��=8�=� I�����:����9�C
&� �A����68��)��'��'����Q��'&BY&'��6�<�<�I���)9�;���C
���9 <����'�.�	�Uiij'Q�&����'����68<&9;�6 &��� I9�()�
�&�=��&&�2�	�Ukiiij�l
�� �!"���3�"���&��������*���%����#'����+�����+���"���

&�����#������&�*���+/2�*��?+"�-��'����%��+�&�-�#���+#��
��%������ !��+������������!#0��(�6���!����!#)��������.
����+"���#'�+� α �����!����+/0�4!���87��5���!��/�&#�(����#

�/0�������+�����+���"�2�����&�.
��+"����&����!�������+����!&�+/.
��*�!���6�����&������������&�.
��+/���� !���&���/����������&�.
��+"���6���!#���!#)��������(� �.
2�&����!�*�(������/0������� !�.
��6������-�#���/,

α − =
:

qrG �
��

�m �
.

������ = α −
:

qrG
��

� �m
.

��487

��+���"'������+���� !����+���"����*���#09����������&�.
��+/� �� -��*� ��%����  �! �����#+"!��� ������ ��  �-��&#� ��
�1��"����#!��������4������(��!�)�������!��#���7��3�����
%�����+�����+���"�&����&�+/��� !�� α = Q �����������!1��*
��%��� &������ 5!�� &���&�+/��� �� #���&�*� ���!����� ��+�
���+���"������'�����!���%����'��(��%���"�2��&�������-��*
�����������*���%����5�+#%��&��%���&���&�+/����� #���&�"
���!���/�!����

 = − =  
8Q & �

2
� m .

�
�

����������W�9�I Q�6&<�Y ,�:&9&(����'Q��'&&��6�<�� )���C
��+�����)��������I��'�� )��� � α Q��� 6����&9&��<,Y&+�6
<�I���)9�;������9 <����'�.
Z9��#V[#�X(6&����Q�:���� �� C
'�+� 6&9>��&� ���' � �'&&��,
�� �� ,� 68=��� #� %� ) )�+
'���' �A��+��)�9���AB�<��C
;&��&� �A� 6��'�=��AQ�:��C
=8� �9&�<��&�A� ���'� �&� )��C
��6>��A�&I��6&9>��8l
�� �!"���5�!��*� ��1����

!�2���0�(���%�����%���������������&��%�������*������#0
���!���/� 8� �� !������!�*�����&���+/� !�1�������0��#'#�
��!���"�/���� �+�������!�'����+/���������*���!1��*���%��
n��?+"�-��'��(� �����0�����!�*�(������/0������+"���!1��*
��%��� ��  !���6������ ��!����+/�#0���/�n-��  !�1��"9#0
%�!�(�6���!���!#)�����,

=
:
8 �

��
�m

.
������ =8� m. �����������������4:7

������������1�!�2���������(�#!������"�487����+����!&�+/.
��*�!���6�������!1��*���%���&���&�+/������'��� !�����!�.
���� 8� �� !������!�*���+��������!1��*���%���!������#+0���
����+/��1���%��1��#'��4'��� α ≠ Q 7���+����!�6���+/��S�@��
(��%����%�������&���+/����!����"������!�'���������!1��*
��%����������%���N�7��!�(#�)�� ��+����'������� �!�������
���+����*� +������������!���+���*��*�#%��������!�'��
3�"���&�� !������*�&���&�+/��*� ���!����� :� � ����&�.

��+/�����%���N����!����"������!�'��4���������!�����"�����+/7�
D� �2�&����!�*�(������/0������� !���6��������/�Ne,

α =
:
:qrG �

��
�m

.
������ = α: qrG� m. �����������4J7

��� !��-��*����!���������&���+/� ���!"���������������!�'�*
��+/���������*���%���N�� ��+��%�'�� !��������0��#'#�����i
i Q�4����(!������� !�� !��+�)���������!1��*���%��7�
�+�������+/�����������*������#0����!���/� >J :� � �� !�

����!�*� ����&���+/�� ���!���2��/� ��� ��!�'�� �� ��%��� N�
��������� �+����� ���#'+�&�α ���'�!�(���#��� !�(�&+���"��
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��%���M�4�&��!���:7�����%�����%#�/� !�����-��*���%����%����
��� � ���/���������#��D� �2�&�#!������"�����&�����,

( )

( ) ( )

α = α

− α = α −

J

:

J

GHI qrG �

8 qrG GHI �
:

. � �

m�
. � �

5��+�� !���!�(�����*� �+#%�&

+ α=
αJ

8 qrG
: qrG

� m. �

��&���&��%���-������!���/���+/2�� 8� �
������� &�� �&��� =9�>&��� ��<� �I��'� )� I�9�(����#� h )

'&�,&��,�9 <����)9�6�(�8��9 &)��9���6��69&',����&� l
�� �!"���W�&���+/2����1�����"���+�������!1��*���%��

�!�����!���������%�&�&��/2���'������������&���+/2��!���#�
�!���(����?�*������+/�������!���/���+�� ��&�!��#��+���"
��� ��!1��*� ��%��� ��(!�������� �� ��!&�+/���� #���!����

= αGHI@! m �4 α ���#'�+�&�)�#�
�
� ���

�
m 7�#&��/2����"���+���.

����+/���� = :
@. � ! �#��+�%������"�

�������'���&=��A>�&��&���' ���+�D�	�UoijI��&;���� 
6&9>��&�I� <)�+������5&98�9 <����'�.�	�oij�'#����&��
��� < &�����,�' ���+���	�UijIQ��&�,Y ,�I�9�(��� �A��Q��
( ��9&6 &��6��&'#�*9��) )�+�'���' �A��+��)�9���������
�&�������&�J��I���9 (�����96&��,������6&9�����������C
�5&98l
�� �!"���?+"���'��%�����������������+��4��+����(���!"�.

2�*�����&� #+�*7��!�(#��������'������!��+��/�����;�!�%��.
��*� ���!1��������������%����%�����!���#���!���(����'�
�!�����!�������!1��*���%��� !���2�+�!���#���;�!���?�+�
����&��%��� !����+/��*2�&���������&� �+������+��!���#�
�!���(����'���!�����!�����(!�������4�&��(���%#�J7����(��%���
�!�����!�"� !�1����������;�!�%����*� ���!1������
D� �2�&� ���!�*� (������/0����� �+"� ��������'�� ��+�� �

��!1��*���%��,

( ) ( )+ = +
:�

� D m � D
.

�

 ��+��%�'���� �&�9/0�(��������1!�����"��& #+/��

( )= +8�� � D �

��*��&����!���/� #+�� �!���#��!�&,

+= =8
� D

� m.
�

TQ�&s��

�������+�F% '��&�Q��&�,Y�+�����)�9���AB���	�paij)'q:Q
� )���,&��,� �9�� ��6�9��&� � � �I��� α Q� � �I&��� )���9�I�
9 6&��iQr#�s&'��9 6&��9 <������6�9�� l
�� �!"��� ��� ��&�+���  !��  �+���� ��*���#0�� ��+�� �"'�

���'���+�*����+��+�����'���� !����+���"����+���")������
 ��P�&��"���+����� !��+����"� �! �����#+"!��� +�������
�!�+/�����(���1���+/��� ��P�&��"���+��&�)����&��/�'�!�.
(����+/�#0� ������+"09#0��  �! �����#+"!�#0�  +�������

 �+�������+�%�������!�*�����.
1���&���+"� ���!������'�!�(��.
��+/��*� +���������?����'���.
�"�-������+���&� +���������!�.
+/��� ���!#'�  !���+/��*� ���
��&�+�������+�� +������/��!�.
+/��� ���!����"����#'�+� α ����
�������*�)��#'�+����+�����"���
��!����+�� ��P�&��"���+��

���
�

4!���JK������ �!���7��D� �2�&
���!�*�(������/0������� !���.

6�"1� ��� '�!�(����+/�#0� ��/� ��� �� !��+���#0� �� 6���!#
��!#)��������������!����+/�#0���/�L,

α =

α − =

:

GHI �

qrG Q�

�
� �

.
� �m

������������������������4C7

���+0%�"���+#���� �+#%�&

= =
α

:

at

�
.

m
�ERQQ�&�

D�&���&�� %���  !��  ���!���� ����� ���� �%��/� ������!��
#��+�%�����  ��P�&��*� ��+�� 4����m� ��� αqrG�m 7�� ���%�
��&�+��� ��%���� � #����/�"��@��� �����'����"� � �6��+/��&
�(&������&�;�!&���!�+/���
�������6�F%�) )�+�' )��' �A��+��)�9���AB�'�;&���9�C

��<��A� 6��'�=��A���6�9���<�9�I����9 <����'�( )9�I�&��,
.� 	� Uiij'Q� &���� )�J55�T�&��� �9&��,� '&;<�� >�� '�
 6��'�=��,���<�9�I�+� µ �	�iQal
�� �!"���
���&���+/��+�'� �+#%���4��# !��+"�&�&�!�.

)�&�7� !�1����� ���!�������&��+#%������+�������(������
 !����+/(�����"���+�����������*���#09�"������)�00���%�#
��+���� ��+�� �!���"�  ���"� #���+����!"��� ��!�������#

≤ µ�!2 � ��5!��&����&�+/����� #���&�*����!�����4���)�.
�������'!���� !����+/(�����"7�-�����!��������� !��!�9���.
�"� �� !���������� ��+�� �%����/�� %��� ��+�� �!���"�  ���"� �
�����������"� '�!�(����+/��"� ��+��� ��� ���� ��+)��� ���/
�� !��+���� ��#���!���0���������6���!#���!#)�������5�+#.
%��&�4!���C� 7

=

− =

:

�! �

Q�

��
2

.
� �m

3�!�(��� ���0��� �!2 � ���� ��  ��������� �� #�+����� ��%�+�
 !����+/(�����"� = µ�!2 � ����*��&

= µ =� m. �:Q�&s��

��&���&�� %��� ��+��  !��"�/� ��� ���&����� ��+�%��� ��+�
�� !����+���"� ���)���0�� �� !��+����*�  !����� ���!����
4-�����+������%����(��&��+��������!&�)���������&���+"� !�

���)�����  �� ���!6��� ��  !�� ���+0%����&� ���'���+�� �
���+0%����1���!&�(�17����������������+/���&��"���"��?+"
���� �%���"�!����&�!��'�����)���"���� ���!����%���/���+�
�!���"� ���"���+)������/��� !��+����� �!������(����"���+#
�"'���!���#0���+���� !����+���"����)���"����'��� �+��"
��+���!���"��!����"� !��&����&�+/����� #���&�*����!����
µ�m ����%��+"���"� �����!�&��5�;�'�!��4!���C�=7,

( )
::

: :
q

��
�m 2

.

 
µ = +   

�

��+����� !�&�!#���+"����!����� �!"����:Q�&s����+���� !�.
���+���"� = µq Q�:2 �m � 4%����(��%�����%��� !����)�������
��!&�(�#���!�������!&�)���"���(!������ !�&�!�����R�!�(� �������
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�!������0������)����&� �����!6��7������+"�&����&�+/��*
���!����� �+#%�&� ≈ 8]�B� �&s���3���&��%���#%�����)����
���+/�#)�&�+��/��*���+���� !����+���"� !�����������%.
��)��*� � !�������&����&�+/����� #���&�*����!�����
�������7�F?���T�)������9��(6�<�����6�9���� �� )���C

��'��9&)&#�� +<��&�' )��' �A��B���'���' �A��B��)�9�C
�����9���;<&��,���6�9�� Q�&����9 <������6�9�� �.�	�ri�'Q
)�J55�T�&����9&��,� µ � 	� iQpQ�  � �I��� � )��� ��9&) � )
I�9�(�����α �	�apt#�*�6�9���� <���9�+���=&(��9��) �A(8C
6 ��,�)��&������9&)��
�� �!"���?�!�'#�4�!��7���+�0�����+������*������!��#

 ���!�����+"���'���%�������+����!&�+/��*�!���6����&�+�
 !���6�0����� !��+�����6���!����!#)�������@��� �(��+"��
#&��/2��/� �����#0� ��+#� �!���"�  ���"� 4�&�� (���%#� T7� �
� ������/�  !����+/(�����"� ��+���� 5!�� ������!�*� � ��.
&�+/��*� �+"� �����'��  ���!���� ���!����� Q� � ��+�� �!���"
����9�� ��!�9����"� �� ��+/��@��� (��%���� %��� ��������  !�.
���+/(���������+��������(���������)�� !�� �#9��������&
#&��/2�������-;;�6�������!���"�4�� !�&�!��(���%�����+�.
������"� �+�������!�'�7��	!������"��+"���1�)����"� Q�
�&�0������4!���R�� 7

α =

α − =

:
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.
� �m

���0��� �+#%��&

= α ≈Q at� m. �8E�J�&s��

5!�����!���"1� > Q� � ���(���������+���!���"� ���"����.
 !��+����"����+/���+�������(�4!���R��=7���� !�������)����

&����&�+/����� #���&�*����!����� 8� ���%������"��������
���+/)�������+�����!#)#�����!1� ����+��#����%�+�����+/.
)���"�� ��������"�#!������"&�
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α + α =

α − α − =

= µ

���#�����*��&

α + µ α α + µ= =
α − µ α − µ α8

GHI qrG at

qrG GHI 8 at
� m. m. �`�JQ�&s��

5!�� ���!���"1� < Q� � � ��(������� ������"� ��+�� �!���"
 ���"�� �� !��+����"� ���!1� �� ��+��#�� ��  !�� �����)����
&���&�+/����� #���&�*����!����� :� �&���6��+������%�����
�����+/(����/� ���(� �� ��+��#��V��""� (����� �!��� ��+�*
�!���"����� ������1���2��#!������"1���!�2�"��1�� �+#%�&

α − µ=
+ µ α:
at

8 at
� m. �`�8Q�&s��

5!�� α < µat � �����+/(�����"� ���(� ���  !���1�����  !�
+0��*����+/�#'�����&�+�*����!�������� !�� α �`�Q�(���%���
 !����+/(���������!#)#� �!�1�������(���%#�T��5!�� α > µat 8
 !����+/(�����"���!#)#���� !���1�������� !������*����+/
#'�������+/2�*����!��������+��)�� !��;����!������&�#'+�

α �#��!�&��/����#+0���-;;�6������!���"������������!����

8� ��� :� � !��+�)�0��"�����#1����!������ ��&�+/��*����!�.
���� Q� �
�������8�F� �6���9&��&+���6&9��������5&98�9 <����'

.�� ��<���,�' �&�A) ,�> += #�W��) )�+��I��6�+��)�9����
'�;���9 �)9����A��5&9��6�)C
9�I�6&9��) �A��+����Q�:��=8
> += ��&��9��) �A(86 � Q�� C
��<,�A�� �9 ����,����u���;&
&&� T&��9 l� h�J55�T�&��
�9&��,�'&;<��> +=�+����5&C
9�+� µ #
�� �!"��� 
��+�'�%���  !�.

���#9�*� (���%��� ����� ��*��
��� �(��� #'+���1� ���!����*
ω < ω < ω: 8 �� !������!�1�2�*.
������ !����+/(������������(�
������!1��?+"���%�+�� !����+/.
(�����"���!#)#�4���!17�#!������"��&�0������4!����T7

( )α + α = ω α

α − α − =

= µ
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� 2 �m

2 �

'��� #'�+� α � � !���+"���"� ������2����&� α =qrG u . �� 3
#!������"1��+"���1�)����"�&���&�+/��*�#'+���*����!����
ω: � 4��%�+��  !����+/(�����"� ���(7� ����� �(&����/� (����
 �!�����+�*��!���"���2�"�#!������"�� �+#%�&

α + µ ω =  α − µ α 8
at

GHI 8 at
m

. ��
α − µ ω =  α + µ α :

at
GHI 8 at
m

. �

5!�� µ → Q ����� '!���%����#'+����� ���!����� ��!�&"��"��
� ��&�+/��*� #'+���*� ���!����� 4 !�� ����!�*� ��+�� �!���"
��!�9����"�����+/7

ω =
αQ qrG

m

.
�

����!����� ��&����/�� %���  !�� α → Q � -��� ��!�)����� ��
��!�9����"� �� ��+/�� �� ��!�&���"� �� (��%���0� m . �� 5!�
&��/2�*�#'+���*����!���������#9����#���#���*%���'�� �+�.
)���"�2�*������ ���!1������'+����*��!�9�09�*�"��;�!��
�!�&����)��*���%����;�!��
�������9�F� ����)�+��������<6&>&��> 9�)�' ���+��#

���A��9�6�<,��6�I�9�(��� �A��&�����;&��&��������) B�#
s&'��9 6���� �,;&��&������6�����'�'&��Q�)�I< �6&)��9
��)�9&��,�> 9�) �� �9 6�&��I�9�(��� �A��l
�� �!"���3���%�+/��*�&�&���������!�#���!���"�2�!���

�� !��+�����!����+/������(��������)��*���%�����!#)�����
����!����+/������!1���+�������+/����������&.��� !�&�)#.
��%��&� �����"���� ��!����+/��"� ������+"09�"� #���!���"
��+)����(&����/�(������������.
!����/�"�����+/��D� �2�&��+"
-��'�� &�&����� ���!�*� (����
�/0������� !���6�"1������!��.
��+/�#0���/�L��������/���� !���.
����#0����2�!������6���!#���.
!#)���������+/������4!���E7���
(�������1!�����"�-��!'��,
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'���
����+������������!���������&����,�#���!������� !��+�.
��������6���!#���!#)���������'�!�(����+/��������'�� !���6�"
��� !����+/���� �� !��+����� 4��/� �7� !����� :� 
 �� �2�"
#!������"�� �+#%��&

= J �m �

�� ��+�����&��!���&��!�&������+/���(���%��������!�1
���)����� ����!#)������# !��+"���"������+/���&�1���%��.
��&��������-+���!�%����&�����&�'�����&����+�&��
������� �:��� � 9����)&� k� ��) ( � � ��&' � ���9�+��6 

<�,� �9&<6 9��&�A��I�� ��=�9 � ( 9,;&��8�� : ���T� <�,
����&<�BY&I�� <&� �AC
��I������&<�6 ��,#�v�C
�9�+��6�� �9&<�� 6�,C
&����=�+�)��<&�� ��9Q
�� ����8� )���9�I�
�(�I���8�<�I�+�9 <��C
��'�.�	�pi��'#�*9&<��C
��;�'Q�:���6��9�'&;�C
��)�'&;<���=)� <) '�
)��<&�� ��9 ��(�����:C
��) � ( 9,;&��8�� : �C
��T� Z�#:#[� 6�&� &�

J�&)�9��Q�) )���) ( ���� �9����)&#�� �9,;&�����A�J�&)C
�9�:&�)�I�� ���,� 6� )��<&�� ��9&� ��� '�<��B� 9 6� � �� 	
	 piij�q'#�*9��) )�'�(� :&�����)�9�����J�&)�9����9�C
�&���� �)6�(A� )��<&�� ��9Q� �&� )����6>��A� &I�� �� ����l
%:�� �AQ� :��� 9 ����,��&� '&;<�� �=)� <) '�� )��<&�� C
��9 �' ��Q�� �9,;&�����A�J�&)�9�:&�)�I�����,�6�)��<&�C
� ��9&� 6�B<�� �<�� )�6 ����'�<��BQ�  � 6�&�)��<&�� ��9 
J�&)�9�:&�)�&����&��������6�&�#
�� �!"������&��!"����'!�&�(�����/�#�+���"��-���(���%��

 !��+�'��2�"�"��� ��+������'��������!�����1��A@��!�2���.
�"�����&�#!�������&,

=
:��

G�
.

�

���#��

= ≈ ⋅ TT�E 8Q
G�.
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�

�&s��

�������(���%#�!�2�+�� !���+/���4��%���������9�� !���# �.
+����!�2���07��%��/���&��'�������#!������
�����������s&�89&�( 9,;&��8&�: ���T8�' ���+���) ;C

< ,���( 9,< '���Q�7�Q��Q�7��� ��<,��,�6�6&9>�� ��)6 <9 C
� �������9���+�
#���,����C
�&' �69 Y &��,�6�)9�I����Q
�&9�&�<�)��,9��+� ����)�C
����)6 <9 � ����9���<,Y&+
:&9&(� &I�� T&��9#� � +<��&
�I��6�B� �)�9���A� 69 Y&C
��,#
�� �!"���3�%��+�&�!��.

����*���#09#0����1�-+���.
!�%����1���+����*���#09�1
���+0�#0�%����6#�� �� (� �.
2�&����!�*�(������/0������
 !���6��������/���� !������.
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������� ���F? �&�A)�+� > 9�)� �� ( 9,<�'� �� 	� Vj'h�Q
��<6&>&��8+�� �<�����+������6�I�9�(��� �A��'�' I���C
��'����&�����<�)T�&+�N�	�iQpj��Q���6&9> &��)��&= ��,�6
����)����Q� �&9�&�<�)��,9��+� 6&)��9�� ��<�)T��#� %��8
� �,;&��,�������9���9���;<&����> 9�)�'���;�&+���:)�
6�9 (�8��� �9 6�&��,������: B��,�� � ∆ �	�iQiUj�#�� 
�)��A)��)9 +�&&�����;&��&�> 9�) �68>&���;�&I�l
�� �!"���5����+/�#���+����!��6���������!2����!����#�

(�������1!�����"�-��!'����&�������

=
:

:
��

�mu �

�����!���/�2�!��������)��*���%���������1��� !��+���"1
����������)�����+�%���������������&��%��� !�����)����������#
���!��#� ��+�� ��!��6�� �� !��+���� ��!����+/��� ���(�� �� �
�!#'#0�����!����+/������!1��D� �2�&����!�*�(������/0��.
����+"���)��'���+#%�",
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∆ = : ��N �

3�!�(������0������!���/��� �����������(�������1!�����"
-��!'������*��&
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( )
∆

=
:
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u

m �N
`�8�:R�&�

�#$�%!�!"(

��F3�6�!����&����!��6�����&���6��+�������)���"� ����#�.
!����*� ���!1�������;�!��!���#��&�.�`�B�RF&��������"�/����
�!�&"����u�̀ �R�8F&���2��6���!���;�!���5!������*�&���&�+/��*
���!�����-�����(&�)������-;;�6������!���"�&�)�#���+���&�
&���6��+���� ���!1����/0��;�!�� µ �`�Q�]:�
��F���!������&����*���`�RF���+��"9�*���'+#����&����&������

���!���/0� �� `� TF�&s��� �+"� ����!2���"�  ���!���� ��+0%�0�
������*� !��������*� ���'���+/�����!���/� '�(��� �� !��������*
��!#��w�̀ �:F�&s���!��1����� +����µ �̀ �8QF�'s���5����!#)�����
����'��!���#��� !���1����� ���!���
&�F�")�+�*�2�!���� ����2����*����������+���*�
�`�RQF�&�

����!2������+�����"�����!����+/��*� +����������!�*���� �+�.
)�����2�!���� ��� u� `� :QF�&� ��2�� ��)��'���3�� ���+/��� !�(
&����&�+/��"���+�����")���"�������� !�6��������)���"���+/.
2���%�&�&���&�+/��"�
'�F�!�� ����������� (��(��� &����*� �� ��)��"� ��1��"��"� �

��!2���1�!�������!����'���!�#'�+/�����������!���*�!����!�9�.
0��"����!#'������ �! �����#+"!��*� +�������� �!�#'�+/�����
��*�����#'+��#0����!���/��!�9���"�
+�Fu���/�%����6�&����*�����)��"���(�!"��&���Q�7�Q��Q�7�Q��Q

7�� ��1��"��"� �� ��!2���1�  !���+/��'�� 2����#'�+/����� ��
���!���*� ��3�"������&���!�9����"����!#'������ �! �����#+"!.
��*� +��������2����#'�+/������� !�1��"9�*�%�!�(��'��6���!�
��*�����#'+��#0����!���/��!�9���"�
6�FA!#(���&����*���̀ �:F'���(�!"��&���̀ �CF&�+�� ����2����*

���������&�*���������1�����"�����!����+/��&�&�'�����&� �+���
���#�6��*�N�`�JF�+��A!#(������)��� !����"������!�9������
'�!�(����+/��*� +��������� !�%�&�!���#����!�9���"�������1
�+#%�"1���������������� !��+���"��!�9���"� !����� �+�)���
������+/�����+�%�0��"�#'+��������!�����-��1��!�9���+/��1
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