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Äèíàìèêà
ïàíèêóþùåé òîëïû

Ê.ÁÎÃÄÀÍÎÂ

Ï
ÀÍÈÊÀ – ÝÒÎ ×ÓÂÑÒÂÎ ÑÒÐÀÕÀ, ÊÎÒÎÐÎÅ,
îõâàòûâàÿ ñíà÷àëà íåáîëüøóþ ãðóïïó ëþäåé,
çàòåì ïåðåäàåòñÿ îñòàëüíûì, ïåðåðàñòàÿ â íå-

óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ. Ïðèðîäà ÷åëîâåêà òàêîâà, ÷òî
÷àñòî â ýêñòðåííûõ ñèòóàöèÿõ êàæäûé ÷åëîâåê âåäåò
ñåáÿ òàê æå, êàê è âñå âîêðóã. Èìåííî ïîýòîìó êîëëåê-
òèâ ëþäåé, îáúÿòûõ ïàíèêîé, ïî ñóùåñòâó ïåðåñòàåò
áûòü êîëëåêòèâîì, òåðÿåò åãî ïðèçíàêè, ñòàíîâÿñü
íåóïðàâëÿåìîé òîëïîé.

Èñòîðèÿ õðàíèò ìíîãî ïðèìåðîâ òîãî, ê êàêèì ÷åëî-
âå÷åñêèì òðàãåäèÿì ïðèâîäèëà ïàíèêà òîëïû. Îäíà èç
íèõ – Õîäûíñêàÿ êàòàñòðîôà, èëè ïðîñòî «Õîäûíêà»

– ïðîèçîøëà íà ñåâåðî-çàïàäå Ìîñêâû âî âðåìÿ íàðîä-
íîãî ãóëÿíüÿ 18 ìàÿ 1896 ãîäà â äíè êîðîíàöèè
èìïåðàòîðà Íèêîëàÿ II. Ïî òðàäèöèè, íàðîä, ïðèñóò-
ñòâóþùèé ïðè êîðîíàöèè íîâîãî öàðÿ, âñåãäà îäàðèâà-
ëè ïîäàðêàìè. À â òîò ðàç õîäèëè ñëóõè, ÷òî ïîäàðêè
áóäóò î÷åíü äîðîãèìè.1  Ïîýòîìó ïðèâëå÷åííàÿ áåñ-

1 Íà ñàìîì äåëå, ïîäàðî÷íûé íàáîð âêëþ÷àë â ñåáÿ çàâÿçàí-
íûå â ïëàòîê áóëêó, ïðÿíèê, êîëáàñó, íåìíîãî ñóøåíûõ ôðóê-
òîâ è îðåõîâ, à òàêæå ýìàëèðîâàííóþ – â òî âðåìÿ áîëüøàÿ
äèêîâèíêà – êðóæêó ñ èìïåðàòîðñêèìè âåíçåëÿìè. Ñ ýòîé
êðóæêîé ìîæíî áûëî ïîäîéòè ê ìíîãî÷èñëåííûì êðàíàì ñ
ïèâîì è ìåäîâóõîé.
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ïëàòíûìè ãîñòèíöàìè è çðåëèùàìè ïóáëèêà íà÷àëà
ñòåêàòüñÿ ê Õîäûíñêîìó ïîëþ åùå ñ âå÷åðà, à ê
ðàññâåòó, êîãäà ÷èñëî ñòðàæäóùèõ óâåëè÷èëîñü äî
ïîëóìèëëèîíà, åñëè íå áîëåå, ïðîøåë ñëóõ, ÷òî áóôåò-
÷èêè íà÷àëè îäåëÿòü «ñâîèõ» è ÷òî ïðèïàñåííîãî íà
âñåõ íå õâàòèò. Ïî ñâèäåòåëüñòâó î÷åâèäöåâ, òîëïà
âäðóã âñêî÷èëà, êàê îäèí ÷åëîâåê, è áðîñèëàñü âïåðåä,
êàê áóäòî îò ïîæàðà. Ìåæäó òåì, ìåñòíîñòü, íà êîòî-
ðîé áûëè âûñòðîåíû 150 áóäîê ñ ïîäàðêàìè è 10
ïèâíûõ ïàâèëüîíîâ, áûëà îòäåëåíà îò ñòðàæäóùèõ
îãðîìíûì îâðàãîì (3 ìåòðà â ãëóáèíó è 30 â øèðèíó),
îòêóäà ìóíèöèïàëüíûå ñëóæáû îáû÷íî áðàëè ïåñîê,
íåîáõîäèìûé äëÿ ñîäåðæàíèÿ â ïîðÿäêå ìîñêîâñêèõ
óëèö. Â îòâåò íà ëåòåâøèå ñî âñåõ ñòîðîí òðåáîâàíèÿ
íà÷àòü ðàçäà÷ó ãîñòèíöåâ ðàñòåðÿâøèåñÿ áóôåò÷èêè
ïðèíÿëèñü øâûðÿòü óçåëêè â òîëïó íàóãàä – è òóò
íà÷àëîñü ñàìîå ñòðàøíîå. Êèîñêè áðàëè øòóðìîì,
çàäíèå ðÿäû íàïèðàëè íà ñðåäíèå… Ïðîèçîøëà äàâêà,
â êîòîðîé ïîãèáëè, ïî îôèöèàëüíûì äàííûì, 1389
÷åëîâåê è îêîëî 1300 ïîëó÷èëè óâå÷üÿ. Ïî ñâèäåòåëü-
ñòâó À.Ñ.Ñóâîðèíà, êðóæêà èç ïîäàðî÷íîãî íàáîðà
ñòîèëà 10 êîïååê è íà 5 êîïååê áûëî ãîñòèíöåâ – âîò è
âñÿ ñòîèìîñòü ïîäàðêà, çà êîòîðûé ñòîëüêî ëþäåé
çàïëàòèëè æèçíüþ. Äëÿ î÷èñòêè ñîâåñòè Íèêîëàé II
ðàñïîðÿäèëñÿ âûïëàòèòü êàæäîé ñåìüå ïîãèáøèõ ïî
1000 ðóáëåé.

Êñòàòè ñêàçàòü, è â äðóãèõ ñòðàíàõ ñëó÷àëîñü ïîäîá-
íîå. Òàê, â 1887 ãîäó, êîãäà â Âåëèêîáðèòàíèè îòìå÷à-
ëè 50-ëåòèå âñòóïëåíèÿ íà òðîí êîðîëåâû Âèêòîðèè, â
Ëîíäîíå ïðè ñõîæèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ ïîãèáëè îêîëî
4000 ÷åëîâåê – è íè÷åãî, ïðèäâîðíûå öåðåìîíèè íå
áûëè íàðóøåíû.

Ìîæíî ëè èçáåæàòü äàâêè? Êîíå÷íî, äà! Íî ïðåæäå
÷åì äàâàòü êîíêðåòíûå ñîâåòû, ïîñìîòðèì, êàê âîçíè-
êàåò äàâêà, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ìåòîäû ôèçèêè ñëîæ-
íûõ ñèñòåì – ðàçäåëà ôèçèêè, èçó÷àþùåãî ñèñòåìû,
ñîñòîÿùèå èç áîëüøîãî ÷èñëà îáúåêòîâ, âçàèìîäåé-
ñòâèå ìåæäó êîòîðûìè ïîä÷èíÿåòñÿ êàêèì-ëèáî îïðå-
äåëåííûì çàêîíàì. Òàêèìè îáúåêòàìè ìîãóò áûòü
àòîìû, ìîëåêóëû èëè ïåñ÷èíêè, îáðàçóþùèå äþíû, à
òàêæå ëþäè, ìåõàíè÷åñêè âçàèìîäåéñòâóþùèå äðóã ñ
äðóãîì â òîëïå.

Êàêèå ñèëû äåéñòâóþò íà ÷åëîâåêà â òîëïå

Â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà, äëÿ
òîãî ÷òîáû ïðåäñêàçàòü ïîâåäåíèå òîëïû ÷åðåç èíòåð-
âàë âðåìåíè tΔ , íåîáõîäèìî çíàòü ïîëîæåíèå è ñêî-
ðîñòü êàæäîãî ÷åëîâåêà è ñèëû, äåéñòâóþùèå íà íåãî
â äàííûé ìîìåíò t. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàì íåîáõî-
äèìî íàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ
âñåõ ÷ëåíîâ òîëïû, à ïîòîì ðåøèòü ýòó ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé.

Ñíà÷àëà ïåðåíóìåðóåì âñåõ ëþäåé â òîëïå, ñîñòîÿ-
ùåé èç N ÷åëîâåê, âûáåðåì ÷åëîâåêà ïîä íîìåðîì i è
ðàññìîòðèì ñèëû, äåéñòâóþùèå íà íåãî. Î÷åâèäíî, ÷òî
îäíà èç ñèë, çàñòàâëÿþùèõ ÷åëîâåêà i äâèãàòüñÿ, ýòî
ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ñèëû ðåàêöèè îïîðû, ò.å.
çåìëè, îòòàëêèâàÿñü îò êîòîðîé îí è äâèæåòñÿ â
èçáðàííîì íàïðàâëåíèè. Îáîçíà÷èì ýòó ñèëó ƒ iF

����

.
Íàòàëêèâàÿñü íà ïðåïÿòñòâèÿ, êîòîðûìè ìîãóò áûòü è

îñòàëüíûå ëþäè èç òîëïû, ÷åëîâåê i èñïûòûâàåò íà ñåáå
äåéñòâèå ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì

c iF
����

. Òàêèì îáðàçîì, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî âñå ëþäè â
òîëïå èìåþò îäèíàêîâóþ ìàññó m (íàïðèìåð, 80 êã), òî
óðàâíåíèå âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ i-ãî ÷åëîâåêà
òîëïû ïðèíèìàåò âèä
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ãäå ivΔ
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 – èçìåíåíèå ñêîðîñòè i-ãî ÷åëîâåêà, ïðîèçî-
øåäøåå çà èíòåðâàë âðåìåíè tΔ  â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ
ñèë, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Òåïåðü çàéìåìñÿ êàæäîé èç óïîìÿíóòûõ ñèë. Ðàñ-
ñìîòðèì ñíà÷àëà, ÷åì ðóêîâîäñòâóåòñÿ êàæäûé èç íàñ,
îêàçàâøèñü â òîëïå îäåðæèìûõ èäòè êóäà-òî. Ïóñòü,
íàïðèìåð, âñå ñòðåìÿòñÿ âûéòè èç ïîìåùåíèÿ, ãäå

íà÷àëñÿ ïîæàð. Òîãäà, î÷åâèäíî, âåêòîð ñèëû ƒ iF
����

áóäåò íàïðàâëåí ê áëèæàéøåé äâåðè, à àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà 

ƒ iF  áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, íàñêîëüêî ÷åëîâåê
óäîâëåòâîðåí ñâîåé ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ â ñòîðîíó
çàâåòíîé äâåðè. Èíûìè ñëîâàìè, 

ƒ iF  ìîæíî ñ÷èòàòü
ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàçíîñòè ìåæäó «æåëàåìîé» äëÿ
äàííîãî ÷åëîâåêà ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ 0iv
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. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò
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ãäå τ  – êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, èìåþùèé
ðàçìåðíîñòü âðåìåíè, êîòîðûé ñîïîñòàâèì ñ èíòåðâà-
ëîì, íåîáõîäèìûì ÷åëîâåêó äëÿ ðàçãîíà äî «æåëàå-
ìîé» ñêîðîñòè (ïóñòü, íàïðèìåð, τ  = 0,5 ñ). Íåòðóäíî

äîãàäàòüñÿ, ÷òî âåêòîð 0iv
����

 âñåãäà íàïðàâëåí â ñòîðîíó
äâåðè, à åãî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò ñòðåì-
ëåíèå îõâà÷åííîãî ïàíèêîé ÷åëîâåêà âûáðàòüñÿ èç
ãîðÿùåãî ïîìåùåíèÿ. Êàæäîìó ÷åëîâåêó êàæåòñÿ, ÷òî,
÷åì áîëüøå áóäåò çíà÷åíèå 0iv , òåì ðàíüøå îí âûáåðåò-
ñÿ îòòóäà. Òàêèì îáðàçîì, 0iv  ìîæåò ñëóæèòü ìåðîé
ïàíèêè â òîëïå.

Ïîñëå òîãî êàê ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (2) îïèñàíà
ñèëà, âëåêóùàÿ i-ãî ÷åëîâåêà ê äâåðè, ðàññìîòðèì ñèëû
åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðåïÿòñòâèÿìè, âñòðå÷àþùèìèñÿ
íà ïóòè. Î÷åâèäíî, ÷òî äàæå â óñëîâèÿõ ïàíèêè
÷åëîâåê ïðåäïî÷èòàåò íå ïîäõîäèòü âïëîòíóþ ê âïåðå-
äè èäóùåìó, åñëè, êîíå÷íî, åãî íå òîëêàþò â ñïèíó
ñçàäè. Òàêîå íåæåëàíèå íàõîäèòüñÿ î÷åíü áëèçêî ê
äðóãèì ëþäÿì ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ íåêîé
ñèëû îòòàëêèâàíèÿ ìåæäó ëþäüìè, êîòîðàÿ âîçðàñòàåò
ñ óìåíüøåíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè, àíàëîãè÷íî
êóëîíîâñêîé ñèëå âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîèìåííûõ çàðÿ-
äîâ. Äëÿ ïðîñòîòû ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî íà i-ãî ÷åëîâåêà ñî ñòîðîíû j-ãî ÷åëîâåêà
äåéñòâóåò îòòàëêèâàþùàÿ ñèëà, àáñîëþòíîå çíà÷åíèå
êîòîðîé ðàâíî

i jz z D

B
ijF Ae

- -

-

=

��� ���

,                    (3)

ãäå D – ïîïåðå÷íûé ðàçìåð ÷åëîâåêà (ïóñòü D =
= 0,6 ì), A è B – ïîñòîÿííûå (ðàâíûå 2000 Í è 0,08 ì
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ñîîòâåòñòâåííî), à âåðòèêàëüíûìè ñêîáêàìè îáîçíà-
÷åíî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè âåêòîðîâ, ïðîâå-

äåííûõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò ê i-ìó ÷åëîâåêó ( iz
���

) è

j-ìó ÷åëîâåêó ( jz
���

), êîòîðîå ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó
ýòèìè ëþäüìè. Òàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3),
êîñíóâøèåñÿ äðóã äðóãà ëþäè ïðîòèâîñòîÿò îòòàëêè-
âàþùåé ñèëå â 2000 Í, êîòîðàÿ ïðè èõ âçàèìíîì
îòäàëåíèè óìåíüøàåòñÿ â e ðàç ÷åðåç êàæäûå 8 ñì.

Êàê ïîêàçûâàåò æèòåéñêèé îïûò, äâèãàÿñü, ÷åëîâåê
èçáåãàåò êàñàíèÿ íå òîëüêî ñ äðóãèìè ïåøåõîäàìè,
íî è ñî ñòåíàìè è ïðî÷èìè îãðàæäåíèÿìè. Äëÿ îïè-
ñàíèÿ ýòîé õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ i-ãî ÷åëîâåêà
ââåäåì îòòàëêèâàþùóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà íåãî
ñî ñòîðîíû áëèæàéøåãî ó÷àñòêà ñòåíû ïåðïåíäè-

êóëÿðíî åå ïîâåðõíîñòè, è îáîçíà÷èì åå 
“2 iF

�����
. Î÷å-

âèäíî, ÷òî ôîðìóëà äëÿ çíà÷åíèÿ àáñîëþòíîé âåëè-
÷èíû ýòîé ñèëû ìîæåò èìåòü âèä, àíàëîãè÷íûé (3), à
èìåííî

2

“2

id D

B
iF Ae

-
-

=  ,                    (4)

ãäå id  – êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó i-ì ÷åëîâåêîì
è áëèæàéøåé ñòåíîé, A è B – òå æå, ÷òî è äëÿ ñèëû (3).

Ñèëû, «îòòàëêèâàþùèå» ÷åëîâåêà îò ïðåïÿòñòâèé,
îïèñàííûå ôîðìóëàìè (3) è (4), ïîìîãàþò åìó èçáå-
ãàòü ñòîëêíîâåíèé, íî íå âñåãäà. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
ïëîòíîñòü ëþäåé è èõ «æåëàåìàÿ» ñêîðîñòü âåëèêè,

ñóììà ñèë ijF
���

 è “2 iF
�����

 íå ñïàñàåò èõ îò ñòîëêíîâåíèé.
Êðîìå òîãî, ñòîëêíîâåíèþ ëþäåé ìåæäó ñîáîé è ñî
ñòåíàìè ñïîñîáñòâóþò íåîáõîäèìûå èíîãäà ïîâîðîòû
íà ïóòè ê âûõîäó. Ïîýòîìó äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ñèë,
äåéñòâóþùèõ âî âðåìÿ äàâêè, íåîáõîäèìî ââåñòè ñèëû
óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è òðåíèÿ ïðè ñòîëêíîâåíèè
ëþäåé ìåæäó ñîáîé è ëþäåé ñî ñòåíàìè.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ñòîëêíîâåíèè
ëþäåé ìåæäó ñîáîé è ñî ñòåíîé èõ ìîæíî çàìåíèòü
âåðòèêàëüíî ñòîÿùèìè öèëèíäðàìè ñ êðóãîâûì ïîïå-
ðå÷íûì ñå÷åíèåì äèàìåòðîì D. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòîëê-
íîâåíèå òàêèõ öèëèíäðîâ, ìîäåëèðóþùèõ ëþäåé ïîä
íîìåðàìè i è j, ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà ðàññòîÿíèå
ìåæäó èõ îñÿìè ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå D. Âåëè÷èíó ñèëû
óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, îòòàëêèâàþùåé èõ äðóã îò
äðóãà, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Ãóêà, ìîæíî îïèñàòü
ôîðìóëîé

( )3 ij i jF k D z z
���

= - - ,                 (5)

ãäå k – êîýôôèöèåíò, ïðîïîðöèîíàëüíûé æåñòêîñòè
÷åëîâåêà â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè (120000 Í/ì).
Ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ (5), î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâà è
äëÿ ñòîëêíîâåíèÿ i-ãî ÷åëîâåêà ñî ñòåíîé è èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

( )3 “2
2i iF k D d= - ,                  (6)

ãäå id  – ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó îñüþ i-ãî
öèëèíäðà è ñòåíîé â îáëàñòè èõ êîíòàêòà.

×òî êàñàåòñÿ ñèëû òðåíèÿ 
2! iF , äåéñòâóþùåé íà i-ãî

÷åëîâåêà ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ «÷óæîé» ïîâåðõíîñòüþ,
òî åå âåëè÷èíà áóäåò çàâèñåòü, âî-ïåðâûõ, îò òîãî, ñ

êàêîé ñêîðîñòüþ 
C iv  îí áóäåò äâèãàòüñÿ âäîëü «÷óæîé»

ïîâåðõíîñòè, è, âî-âòîðûõ, îò âåëè÷èíû äåôîðìàöèè
Δ ïðè ñòîëêíîâåíèè, êîòîðàÿ çàêëþ÷åíà â ñêîáêè â
ôîðìóëàõ (5) è (6). Åñëè ýòè âåëè÷èíû èçâåñòíû, òî
ñèëà òðåíèÿ ïðè ñòîëêíîâåíèè, äåéñòâóþùàÿ â ñòîðî-
íó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ñêîðîñòè, ðàâíà

2! Ci iF bV Δ= -

����� ����

,                     (7)

ãäå b – êîýôôèöèåíò òðåíèÿ (120000 ( )*ã ì “◊ ).

Òàêèì îáðàçîì, ñèëà c iF
����

, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà (1), ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñèë, îïèñàííûõ ôîð-
ìóëàìè (3) – (7). Ïðè ýòîì åñëè i-é ÷åëîâåê îäíîâðå-
ìåííî ñòàëêèâàåòñÿ ñ íåñêîëüêèìè äðóãèìè, òî âûðà-
æåíèÿ (3), (5) è (7) ñëåäóåò âû÷èñëÿòü äëÿ âñåõ
ñòîëêíóâøèõñÿ ëþäåé. Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ íèõ
íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó ñèë,
ïðèëîæåííûõ ê êàæäîìó èç íèõ â ðàäèàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè, òàê êàê èçâåñòíî, ÷òî åñëè ýòà âåëè÷èíà
ïðåâûñèò 3000 Í, òî ÷åëîâåê ìîæåò ïîòåðÿòü ñîçíàíèå
è ñòàòü æåðòâîé ïàíèêè. À âñÿêèé, êòî òåðÿåò ñîçíà-
íèå â ðåçóëüòàòå äàâêè, ïåðåñòàåò äâèãàòüñÿ è ïîýòîìó
ñòàíîâèòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ òîëïû
íà åå ïóòè.

Ïîðà âêëþ÷àòü êîìïüþòåð!

×èòàòåëü óæå íàâåðíÿêà óñòàë îò ôîðìóë è êîýô-
ôèöèåíòîâ, âçÿòûõ, êàê îí, âîçìîæíî, ñ÷èòàåò, ñ
ïîòîëêà. Àâòîð ÷àñòè÷íî ðàçäåëÿåò òàêóþ îöåíêó,
îáåùàÿ áîëüøå íå èñïûòûâàòü òåðïåíèå ÷èòàòåëÿ.
Èñêóññòâî ìîäåëèðîâàíèÿ è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
âîâðåìÿ îñòàíîâèòüñÿ. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ïîë-
íîñòüþ îïèñàòü â òåðìèíàõ ôèçèêè è ìàòåìàòèêè
òàêèå ñëîæíûå ïðîöåññû, êàê ïîâåäåíèå ÷åëîâåêà,
âîîáùå íåâîçìîæíî. È âñå-òàêè ïîïðîáóåì ïðåäñêà-
çàòü äâèæåíèå òîëïû, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (1) – (7),
õîòÿ íàâåðíÿêà òàêîå îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ïðè-
áëèæåííûì.

Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíîì çàëå äèñêîòåêè ðàçìåðîì 20
íà 7 ìåòðîâ íàõîäèòñÿ N ÷åëîâåê è â ìîìåíò âðåìåíè
t = 0 âíåçàïíî ïðîèñõîäèò âîçãîðàíèå ýëåêòðîàïïàðà-
òóðû, ñòîÿùåé â óãëó çàëà. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò
ïàíèêà, è âñå óñòðåìëÿþòñÿ ê âûõîäó. ×òîáû íà÷àòü
ìîäåëèðîâàòü äâèæåíèå òîëïû, íàì íåîáõîäèìî çà-
äàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ – ïîëîæåíèå ëþäåé è ñêîðîñ-
òè èõ äâèæåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Ïîýòîìó ñ
ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ðàñïðåäåëèì ëþäåé ïî çàëó
òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1, è äëÿ ïðîñòîòû
ïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 âñå ëþäè ñòîÿëè
ïðàêòè÷åñêè íåïîäâèæíî è æäàëè, êîãäà íàêîíåö âêëþ-
÷àò ìóçûêó, ò.å. 0iv =  äëÿ 1 i N£ £ . Íó, à òåïåðü
íà÷íåì ïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ìîãëà áû îòñëåæè-
âàòü äâèæåíèå êàæäîãî ÷åëîâåêà â òîëïå.

Ïðîãðàììà äîëæíà, ó÷èòûâàÿ ðàñïîëîæåíèå è ñêî-
ðîñòè ëþäåé â ìîìåíò âðåìåíè t, äëÿ êàæäîãî i-ãî
÷åëîâåêà âû÷èñëèòü ñóììó ñèë, ñòîÿùóþ â ïðàâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ (1), à ïîòîì íàéòè ïðèðàùåíèå ivΔ
����

,
ïðîèçîøåäøåå çà èíòåðâàë âðåìåíè tΔ . Ïîñëå ýòîãî

ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò íîâûå çíà÷åíèÿ iv
���

, ñîîòâåòñòâó-



þùèå ìîìåíòó t tΔ+ , è ïåðåäâèãàåò i-ãî ÷åëîâåêà â

íàïðàâëåíèè âåêòîðà  i iv vΔ+

��� ����
 íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå

i iv v tΔ Δ+

��� ����

. È âñå ïîâòîðÿåòñÿ ñíîâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå áóäåò çíà÷åíèå tΔ , òåì
òî÷íåå áóäóò íàøè ðàñ÷åòû. Îäíàêî îäíîâðåìåííî ñ
óâåëè÷åíèåì òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ ðàñòåò âðåìÿ, íåîáõî-
äèìîå êîìïüþòåðó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ñëåäóåò çà-
ìåòèòü, ÷òî ñ êàêîãî-òî çíà÷åíèÿ tΔ , íàçîâåì åãî
êðèòè÷åñêèì, äàëüíåéøåå åãî óìåíüøåíèå óæå ïðèâî-
äèò ê åäâà çàìåòíûì èçìåíåíèÿì. Ïîýòîìó tΔ  áåðóò,
íàïðèìåð, â äâà ðàçà ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ,
çíà÷èòåëüíî ýêîíîìÿ, òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ äëÿ âû-
÷èñëåíèé. Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé, áûëî âûáðà-
íî 0,002 ctΔ = , ÷òî ïîçâîëèëî ïîòðàòèòü îêîëî 40
ìèíóò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ òîëïû, ñîñòîÿ-
ùåé èç 60–70 ÷åëîâåê, â òå÷åíèå îäíîé ìèíóòû. Êàê
îêàçàëîñü, îäíîé ìèíóòû âïîëíå õâàòàëî ýòîé «òîë-
ïå», ÷òîáû ïîêèíóòü â ïàíèêå ïîìåùåíèå, ïðàâäà
îñòàâèâ çà ñîáîé íåñêîëüêèõ «ñäàâëåííûõ» âåðòè-
êàëüíûõ öèëèíäðîâ. ×òîáû óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ,
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå «æåëàåìîé»
ñêîðîñòè 0iv  ó âñåõ ëþäåé èç òîëïû îäèíà-
êîâî, è ïîýòîìó  â  äàëüíåéøåì  îíî  îáî-
çíà÷àåòñÿ êàê 0v .

Ïîñìîòðèì, ÷òî ïîëó÷èëîñü

Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâà-
íèÿ (ðèñ. 2), ïðîõîäèò ñîâñåì êîðîòêèé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè 1t , âñåãî íåñêîëüêî
ñåêóíä, äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà ïåðâûé ÷å-
ëîâåê âûñêàêèâàåò èç ïîìåùåíèÿ, è ýòî
âðåìÿ, êîíå÷íî, óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ïà-
íè÷åñêèõ íàñòðîåíèé (ïðè óâåëè÷åíèè 0v ).
Íàïðèìåð, äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, èçîá-
ðàæåííûõ íà ðèñóíêå 1, âðåìÿ 1t  óìåíü-
øàåòñÿ ñ 7 äî 4 ñ ïðè óâåëè÷åíèè 0v  ñ 0,7

äî 1,7 ì/ñ ñîîòâåòñòâåííî. Òàê ÷òî äëÿ ëþäåé, îêà-
çàâøèõñÿ âáëèçè âûõîäà, ïîäòâåðäèëîñü èçâåñòíîå
ïðàâèëî: «÷åì áîëüøå ïàíèêóåøü, òåì áûñòðåå óáå-
æèøü îò íåïðèÿòíîñòåé». Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî íå-
ñêîëüêî ÷åëîâåê, ñëåäóþùèõ çà ñ÷àñòëèâ÷èêàìè, îêà-
çàëèñü ñæàòûìè äðóã äðóãîì, ÷òî ïîêàçàíî íà ðèñóí-
êå 2 áîëåå èíòåíñèâíûì çàêðàøèâàíèåì ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êðóæî÷êîâ.

Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíî ïîëîæåíèå ëþäåé â òîëïå
â ìîìåíò âðåìåíè 1 2t , êîãäà óæå ïîëîâèíà ëþäåé
âûøëè èç ïîìåùåíèÿ. Âèäíî, ÷òî ê ýòîìó âðåìåíè ó
äâåðåé îáðàçîâàëàñü ïî÷òè ñèììåòðè÷íàÿ òîëïà, è
ïîýòîìó ÷åëîâåê, îêàçàâøèéñÿ â ïðîåìå äâåðè, èñïû-
òûâàåò ñæàòèå ñ ðàçíûõ ñòîðîí.

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûõîäà
ïåðâîãî ÷åëîâåêà ( 1t , ëåâ. âåðõ), ïîëîâèíû âñåõ ëþäåé
( 1 2t , ëåâ. íèç), ìàêñèìàëüíîé ñèëû ñæàòèÿ ó äâåðåé â
ïðîöåíòàõ ê äîïóñòèìîé (ïðàâ. âåðõ) è êîëè÷åñòâà
æåðòâ (ïðàâ. íèç) îò óðîâíÿ ïàíèêè (âåëè÷èíû ñêîðî-
ñòè 0v ) è øèðèíû äâåðåé äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 1. Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî
ðîñò ñêîðîñòè 0v  äàåò î÷åíü ìàëûé âûèãðûø äëÿ

Òàáëèöà 1

Ðèñ.1. Ðàñïðåäåëåíèå
ëþäåé â ïðÿìîóãîëü-
íîé êîìíàòå ðàçìåðîì
20 × 7 ì â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè t = 0
(v
0
 = 0). Ëþäè îáîçíà-

÷åíû ñåðûìè êðóæî÷-
êàìè äèàìåòðîì 0,6 ì.
Ñòðåëêîé ïîêàçàí âû-
õîä ÷åðåç äâåðü øèðè-
íîé b =  1,5 ì

Ðèñ.2. Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå
ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèå
ëþäåé â êîìíàòå ÷åðåç 4 ñ ïîñëå
íà÷àëà ïàíèêè (v

0
 = 1,1 ì/ñ, b =

= 1,5 ì). Ïëîòíîñòü çàêðàøèâà-
íèÿ ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå ñóì-
ìàðíîé ñèëû ñæàòèÿ, ïðèëîæåí-
íîé ê êàæäîìó ÷åëîâåêó ñî ñòî-
ðîíû îêðóæàþùèõ ëþäåé è ñòå-
íû, â ñîîòâåòñòâèè ñî øêàëîé,
ïîêàçàííîé çäåñü æå

Ðèñ.3. Ðàñïðåäåëåíèå ëþäåé â
êîìíàòå ÷åðåç 22 ñ ïîñëå íà-
÷àëà ïàíèêè (v

0
 = 1,1 ì/ñ, b =

1,5 ì), êîãäà ïî÷òè ïîëîâèíà
èç íèõ óæå âûøëè èç ïîìåùå-
íèÿ. Êàê âèäíî, ïåðåä äâåðüþ
îáðàçîâàëàñü ãðóïïà ëþäåé
ìåøàþùèõ äðóã äðóãó âûéòè
(áëîê)

Ðèñ.4. Ðàñïðåäåëåíèå ëþ-
äåé â êîìíàòå ÷åðåç 4 ñ
ïîñëå íà÷àëà ïàíèêè (v

0
 =

= 1,7 ì/ñ,  b = 1,7 ì). Ïîÿ-
âèëèñü ïåðâûå æåðòâû
(èçîáðàæåíû ÷åðíûìè
áóáëèêàìè), ñóììàðíàÿ
ñèëà ñæàòèÿ êîòîðûõ ïðå-
âûñèëà äîïóñòèìûé ìàê-
ñèìóì 3000 Í
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áîëüøèíñòâà ëþäåé â òîëïå, îñîáåííî äëÿ ìà-
ëåíüêèõ äâåðåé. Òàê, äëÿ äâåðè øèðèíîé 1,3 ì
óâåëè÷åíèå 0v  ñ 1,1 äî 1,5 ì/ñ âîîáùå íå

ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ 1 2t . Êðîìå òîãî, êàê
èëëþñòðèðóþò òàáëèöà 1 è ðèñóíîê 4, ïðè
ïàíèêå è íåäîñòàòî÷íîé øèðèíå äâåðè äàâëå-
íèå, ñæèìàþùåå ëþäåé â öåíòðå òîëïû, ÷àñòî
äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ïîñëå ÷åãî
î÷åðåäíîé «ñäàâëåííûé» ÷åëîâåê ñòàíîâèòñÿ
äîïîëíèòåëüíûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ òîëïû, çàò-
ðóäíÿÿ åå äâèæåíèå. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîé ãðóï-
ïû ëþäåé, íàõîäÿùåéñÿ â äàííîì ïîìåùåíèè,
ñóùåñòâóåò íåêîå çíà÷åíèå 0v , çàâèñÿùåå îò
øèðèíû âûõîäíûõ äâåðåé ïîìåùåíèÿ, ïðåâû-
øàòü êîòîðîå íå ðåêîìåíäóåòñÿ, åñëè ìû õîòèì
èçáåæàòü ÷åëîâå÷åñêîé äàâêè.

Êàê íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, îòíîñèòåëüíî ìà-
ëûé ýôôåêò âëèÿíèÿ óâåëè÷åíèÿ 0v  íà 1 2t
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ëþäè, ñæèìàÿ äðóã äðóãà,
óâåëè÷èâàþò ñèëû òðåíèÿ ìåæäó ñîáîé (ñì.
óðàâíåíèå (7)). Â ðåçóëüòàòå îòíîñèòåëüíàÿ
äîëÿ óñèëèé, çàòðà÷åííûõ íà äâèæåíèå â ñòîðî-
íó äâåðè, óìåíüøàåòñÿ, à âìåñòå ñ ýòèì óìåíüøàåòñÿ è
âûèãðûø îò óâåëè÷åíèÿ 0v . Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ
îñíîâíîå îòëè÷èå ìåæäó äâèæåíèåì âÿçêîé (íî íåñæè-
ìàåìîé) æèäêîñòè ÷åðåç ìåñòî ñóæåíèÿ è äâèæåíèåì
òîëïû ÷åðåç äâåðü. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ïîòîêà
æèäêîñòè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ïðèëîæåííîìó äàâ-
ëåíèþ. Òîëïà æå ïî ñâîèì ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì
áëèçêà ê ñæèìàåìîé æèäêîñòè (íàïðèìåð, æèäêîé
ðåçèíå), ó êîòîðîé âÿçêîñòü (òðåíèå ìåæäó ñîñåäíèìè
äâèæóùèìèñÿ ñëîÿìè) ðàñòåò ñ ðîñòîì äàâëåíèÿ, è
ïîýòîìó óâåëè÷åíèå ïðèêëàäûâàåìîãî äàâëåíèÿ ïðèâî-
äèò ê íåïðîïîðöèîíàëüíî ìåíüøåìó ðîñòó ñêîðîñòè
ïîòîêà.

Êàê âèäíî èç òàáëèöû 1, ñ ðîñòîì ïàíèêè è ñóæå-
íèåì äâåðè ðàñòåò êîëè÷åñòâî «ñäàâëåííûõ» ëþäåé,
áóëüøàÿ ÷àñòü êîòîðûõ íàõîäèòñÿ âáëèçè äâåðåé. Ýòî
è íåóäèâèòåëüíî. Âåäü ó äâåðè, íàõîäÿùåéñÿ â öåíò-
ðå ñòåíû, ñòàëêèâàþòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, òðè ïîòîêà
ëþäåé, ñòðåìÿùèõñÿ ê âûõîäó, – äâà âäîëü ñòåí è
îäèí ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïðîåìó äâåðè. Â èòîãå äàâ-
ëåíèå íà êàæäîãî ÷åëîâåêà, äîñòèãøåãî äâåðåé, óâå-
ëè÷èâàåòñÿ, è åñëè îíî äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷å-
íèÿ, òî ýòîò ÷åëîâåê ñòàíîâèòñÿ æåðòâîé òîëïû.

Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàíî, êàê èçìåíÿåòñÿ ìàêñèìàëü-
íîå äàâëåíèå (ñæàòèå) â òîëïå ïî ìåðå òîãî êàê ëþäè
ïîêèäàþò ïîìåùåíèå. Âèäíî, ÷òî ñàìûõ âûñîêèõ çíà-
÷åíèé äàâëåíèå äîñòèãàåò â ïåðâûå ñåêóíäû ïîñëå
âîçíèêíîâåíèÿ ïàíèêè, êîãäà ðàçîãíàâøèåñÿ ëþäè,
ðàñïîëîæåííûå áëèçêî ê äâåðÿì, ñòàëêèâàþòñÿ äðóã
ñ äðóãîì. Ïîòîì, ñ óìåíüøåíèåì êîëè÷åñòâà ëþäåé â
òîëïå, äàâëåíèå ïîñòåïåííî ïàäàåò, èñïûòûâàÿ áîëü-
øèå êîëåáàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçîâàíèþ è ðàç-
ðóøåíèþ «äóãè» èç ëþäåé, íå æåëàþùèõ ïðîïóñêàòü
äðóã äðóãà (ñì., íàïðèìåð, ðèñóíîê 3). Ïîýòîìó ðîñ-
òó ñæàòèÿ ñîîòâåòñòâóåò âðåìåííîå ïðåêðàùåíèå âû-
õîäà ëþäåé èç ïîìåùåíèÿ (èíòåðâàëû ìåæäó 11 è
12 ñ, à òàêæå ìåæäó 14 è 16 ñ íà ðèñóíêå 5).

Î÷åâèäíî, ÷òîáû óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî æåðòâ, íóæ-

íî óìåíüøèòü ÷èñëî ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîòîêîâ âáëèçè
äâåðåé, à åùå ëó÷øå – èñêëþ÷èòü èõ ïåðåñå÷åíèå
âîîáùå. Ñàìîå ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäèò â ãîëîâó, ýòî
ïîïðîñèòü âñåõ ñòàòü â î÷åðåäü. Êîíå÷íî, â óñëîâèÿõ
ïàíèêè ýòî íåðåàëüíî, íî ïîìåùåíèå ìîæíî ñïðîåê-
òèðîâàòü òàê, ÷òîáû äàæå ïàíèêóþùàÿ òîëïà, ïîäõî-
äÿ ê äâåðÿì, âûíóæäåíà áûëà âûñòðàèâàòüñÿ â î÷å-
ðåäü.

Âûñòðàèâàåì òîëïó â î÷åðåäü

Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåíî ïîìåùåíèå, âûõîäÿ èç
êîòîðîãî, ëþäè äîëæíû ïðîéòè ÷åðåç ñóæàþùèéñÿ
êîðèäîð, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âñå îíè ó äâåðåé èìåþò îäèí
è òîò æå âåêòîð «æåëàåìîé» ñêîðîñòè 

0v
���

. Èíûìè
ñëîâàìè, íàïðàâëÿþùèé êîðèäîð, ïðåäøåñòâóþùèé
äâåðÿì, ïðåïÿòñòâóåò âîçíèêíîâåíèþ âñòðå÷íûõ ëþä-
ñêèõ ïîòîêîâ ó äâåðåé. Ïîýòîìó ðàçóìíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ïðè òåõ æå íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ òîëïà
âûéäåò èç ïîìåùåíèÿ ÷åðåç ñóæàþùèéñÿ êîðèäîð
áûñòðåå è áåç æåðòâ.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ áåãñòâà òîëïû èç òàêîãî
ïîìåùåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ, êîòîðûå èëëþñò-
ðèðóþò ðàçëè÷íûå ìîìåíòû äâèæåíèÿ: ïîäõîä ê íà-
ïðàâëÿþùåìó êîðèäîðó (ðèñ.7), âûñòðàèâàíèå â î÷å-
ðåäü è âûõîä ïåðâîãî ÷åëîâåêà ÷åðåç äâåðü (ðèñ.8), à
òàêæå ìîìåíò, êîãäà ïîëîâèíà ëþäåé ïîêèíóëè ïîìå-
ùåíèå (ðèñ.9). Çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûõîäà ïåðâîãî
÷åëîâåêà (ëåâ. âåðõ), ïîëîâèíû âñåõ ëþäåé (ëåâ.
íèç), ìàêñèìàëüíîé ñèëû ñæàòèÿ ó äâåðåé â ïðîöåí-
òàõ ê äîïóñòèìîé (ïðàâ. âåðõ) è êîëè÷åñòâà æåðòâ
(ïðàâ. íèç) îò óðîâíÿ ïàíèêè è øèðèíû äâåðåé
äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 6,
ïðèâåäåíà â òàáëèöå 2 (ïîñòðîåííîé àíàëîãè÷íî òàá-
ëèöå 1).

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, íàïðàâëÿþùèé êîðèäîð
çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåò äàâëåíèå ëþäåé äðóã íà äðóãà,
äåëàÿ åãî ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî, ÷òî èñêëþ÷àåò ïîÿâëå-
íèå æåðòâ äàâêè â òîì æå äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ øèðè-

Ðèñ.5. Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ëþäåé, ïîêèíóâøèõ ïîìåùåíèå (÷åðíàÿ
êðèâàÿ), è ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû ñæàòèÿ â òîëïå (êðàñíàÿ êðèâàÿ) îò
âðåìåíè, ïðîøåäøåãî ïîñëå íà÷àëà ïàíèêè (v

0
 = 1,7 ì/ñ, b = 1,7 ì,

èñõîäíîå ÷èñëî ÷åëîâåê â êîìíàòå 63, ïÿòü èç êîòîðûõ ñòàëè æåðòâàìè
äàâêè)



íû äâåðåé è ñêîðîñòè 0v . Êðîìå òîãî, êàê èëëþñòðèðó-
åò òàáëèöà 2, íàïðàâëÿþùèé êîðèäîð äåëàåò çàâèñè-
ìîñòü âðåìåíè 1 2t  îò øèðèíû äâåðè åëå çàìåòíîé.
Çíà÷èò, äåéñòâèòåëüíî çàâèñèìîñòü 1 2t  îò øèðèíû
äâåðè, èìåâøàÿ ìåñòî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äâåðü áûëà

â ñåðåäèíå ñòåíû (òàáëèöà 1), âîçíèêàåò èç-çà ïåðåñå-
÷åíèÿ òàì íåñêîëüêèõ ïîòîêîâ ëþäåé.

Èíòåðåñíî, ÷òî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà øèðèíà äâåðè íå
ïîçâîëÿåò ÷åðåç íåå ïðîéòè ñðàçó äâîèì (1,1 ì),
íàïðàâëÿþùèé êîðèäîð ïðàêòè÷åñêè óñòðàíÿåò çàâè-
ñèìîñòü ñèë ñæàòèÿ è îò óðîâíÿ ïàíèêè ( 0v ), êîòîðàÿ
ïðèñóòñòâóåò ïðè áîëåå øèðîêèõ äâåðÿõ. Îòñóòñòâèå
ðîñòà ñèë ñæàòèÿ ïðè ïàíèêå â ýòîì ñëó÷àå òîæå
ãîâîðèò î òîì, ÷òî òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ëþäåé íå
ïåðåñåêàþòñÿ.

Íàïðàâëÿþùèé êîðèäîð íå òîëüêî ïîìîãàåò èñêëþ-
÷èòü æåðòâû ïðè âûõîäå èç ïîìåùåíèé, íî è çíà÷èòåëü-
íî óìåíüøàåò äëèòåëüíîñòü äàâêè ó äâåðåé – èíòåðâàë
ìåæäó òåì êàê ïåðâûé è ïîñëåäíèé ÷åëîâåê ïîêèíóëè
ïîìåùåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðîïóñêàþùàÿ ñïîñîá-
íîñòü äâåðè ðàñòåò íå òîëüêî ñ óâåëè÷åíèåì åå øèðèíû,
÷òî åñòåñòâåííî, íî è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òîëïà
âûòÿãèâàåòñÿ â î÷åðåäü.

Ðèñ.6. Ïîìåùåíèå òåõ æå
ðàçìåðîâ, ÷òî è íà ðè-
ñóíêå 1, íî ñ íàïðàâëÿþ-
ùèì êîðèäîðîì, ïðåä-
øåñòâóþùèì âûõîäó.
Èñõîäíîå ðàñïîëîæåíèå
ëþäåé òî æå, ÷òî è íà
ðèñóíêå 1, v

0
 = 0

Ðèñ.7. Ðàñïðåäåëåíèå ëþ-
äåé â êîìíàòå ÷åðåç 3 ñ
ïîñëå íà÷àëà ïàíèêè,
êîãäà ïåðâûå ëþäè äîñ-
òèãëè íàïðàâëÿþùåãî êî-
ðèäîðà (v

0
 = 1,7 ì/ñ, b =

= 1,1 ì)

Òàáëèöà 2

Ïðîäîëæèòå ñàìè, åñëè âàì èíòåðåñíî!

Ìîäåëèðóÿ äâèæåíèå òîëïû, ìû ðàññìîòðåëè âñåãî
äâà ñëó÷àÿ – äâåðü ðàñïîëîæåíà â öåíòðå ñòåíû èëè
èìååòñÿ íàïðàâëÿþùèé êîðèäîð. Ïðè ýòîì âñåõ ëþ-

äåé ìû ñäåëàëè îäèíàêîâûìè. À ÷òî áó-
äåò, íàïðèìåð, åñëè â òîëïå åñòü äåòè,
«äèàìåòð» è ìàññà êîòîðûõ, êàê èçâåñòíî,
ìåíüøå, ÷åì ó âçðîñëûõ? Êàê çàâèñèò êî-
ëè÷åñòâî æåðòâ îò ðàçáðîñà ïàðàìåòðîâ ëþ-
äåé? Êòî ñòðàäàåò â ïåðâóþ î÷åðåäü?

Ìàëî òîãî, ÷òî ìû â ñâîåé ìîäåëè ñäåëà-
ëè âñåõ ëþäåé îäèíàêîâûìè, ìû ëèøèëè
èõ ðàçóìà, íàäåëèâ òîëüêî ñòðåìëåíèåì –
âåêòîðîì, íàïðàâëåííûì ê äâåðè. Íà ñà-
ìîì äåëå, êàæäûé ÷åëîâåê äàæå â óñëîâè-
ÿõ ïàíèêè îãëÿäûâàåòñÿ ïî ñòîðîíàì è,
åñëè âèäèò, ÷òî äâèæåíèå â íàïðàâëåíèè
âûõîäà çàòðóäíåíî, íà÷èíàåò èñêàòü îá-
õîäíûå ïóòè. Åñëè âàøà ïðîãðàììà óæå
íàïèñàíà, ïîïðîáóéòå âêëþ÷èòü «îãëÿäû-
âàíèå» â åå òåêñò — ïîëó÷åííûå äàííûå

âàñ, ïî-âèäèìîìó, óäèâÿò.
Ìû íå óñïåëè ðàññìîòðåòü, êàê çàâèñèò äàâêà îò òîãî,

âî ÷òî îäåòû ëþäè. À âåäü äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî òîëüêî
èçìåíèòü êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ëèáî ó âñåõ ñðàçó (äàâ-
êà ïîä äîæäåì), ëèáî ââåñòè ðàçáðîñ çíà÷åíèé ýòîãî
êîýôôèöèåíòà. Êòî îêàæåòñÿ ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ
æåðòâîé äàâêè: ÷åëîâåê â ïëàùå èç ñêîëüçêîé èëè èç
øåðøàâîé òêàíè? Êàê âëèÿþò òðèáîëîãè÷åñêèå (ò.å.
îòâåòñòâåííûå çà òðåíèå) ñâîéñòâà ïîêðûòèé âíóòðåí-
íèõ ñòåí ïîìåùåíèé íà êîëè÷åñòâî æåðòâ?

Çàìåòèì, ÷òî íà âñå ïîñòàâëåííûå âûøå âîïðîñû äî
ñèõ ïîð íåò äîñòàòî÷íî âðàçóìèòåëüíûõ îòâåòîâ.

Ðèñ.8. Ðàñïðåäåëåíèå ëþ-
äåé â êîìíàòå ÷åðåç 11 ñ
ïîñëå íà÷àëà ïàíèêè, êîã-
äà ïåðâûé ÷åëîâåê ïîêè-
äàåò ïîìåùåíèå (v

0
 =

= 1,7 ì/ñ, b = 1,1 ì)

Ðèñ.9. Ðàñïðåäåëåíèå ëþäåé ÷å-
ðåç 21 ñ ïîñëå íà÷àëà ïàíèêè,
êîãäà ïî÷òè ïîëîâèíà ëþäåé
ïîêèíóëè ïîìåùåíèå (v

0
 =

= 1,7 ì/ñ, b = 1,1 ì)
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×èñëà Ïèçî
À.ÅÃÎÐÎÂ

Â
ÝÒÎÉ ÑÒÀÒÜÅ ÏÎÉÄÅÒ ÐÅ×Ü Î ×ÈÑËÀÕ  Ñ  ÎÄ-
íèì óäèâèòåëüíûì ñâîéñòâîì – èõ ñòåïåíè «ïî÷-
òè öåëûå». Ýòî òàêèå ÷èñëà 1α > , äëÿ êîòîðûõ

ðàññòîÿíèå îò nα  (n – íàòóðàëüíîå ÷èñëî) äî áëèæàé-
øåãî öåëîãî ÷èñëà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ìû ïîñòàðàåìñÿ
ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî ïðîèñõîäèò. Íî ñíà÷àëà ðàññìîò-
ðèì ïðèìåðû.

Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ

Â 50 – 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà íà ìàòåìàòè÷åñêèõ
îëèìïèàäàõ ðàçëè÷íûõ óðîâíåé è â ðàçíûõ ñòðàíàõ
áûëè ïîïóëÿðíû çàäà÷è, ñõîäíûå ñî ñëåäóþùåé.

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ïåðâûå n çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé

â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà ( )5 26
n

+ .

Çàäà÷à ýòà óäèâèòåëüíî ïðîñòî ðåøàåòñÿ. Ïóñòü

5 26α = + , à 5 26β = − — ñîïðÿæåííîå ñ α  ÷èñëî.
Ñëîâî «ñîïðÿæåííîå» â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî

α  è β – êîðíè óðàâíåíèÿ 2 10 1 0x x− − =  ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè

26n
n na bα = + , òî 26n

n na bβ = − ,

ãäå na  è nb  – íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Íî òîãäà

2n n
n na Aα + β = =

— íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì

n n
nA − α = β

è

( )
1 1

105 26

n n
n n n

A − α = β = <
+

.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü ìåæäó nα  è nA  îòëè÷àåòñÿ

îò íóëÿ ìåíüøå ÷åì íà 
1

10n . Ïîýòîìó ( 0β < ) ïðè

÷åòíîì n ïåðâûå n öèôð ïîñëå çàïÿòîé – äåâÿòêè, à ïðè
íå÷åòíîì n – íóëè. Çàäà÷à ðåøåíà.

Ïîêà çàïîìíèì, ÷òî α  è β  – èððàöèîíàëüíûå êîðíè
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûì êîýôôèöèåíòàìè, ïðè-
÷åì 1α > , à 1β < .

Óïðàæíåíèÿ

1. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå n, ÷òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà

( )2 2
n

+  îêàæåòñÿ 1000 îäèíàêîâûõ öèôð ïîñëå çàïÿòîé?
Êàêèå ýòî öèôðû?

2. Òå æå âîïðîñû äëÿ ÷èñåë ( )8 65
n

+ .

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 5n k≥  ðàññòîÿíèå îò ÷èñëà 
1 5

2

n

⎛ ⎞+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

äî áëèæàéøåãî ê íåìó öåëîãî ÷èñëà ìåíüøå, ÷åì 
1

10
k

.

Ââåäåì òåïåðü íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ äàííîãî
÷èñëà a áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (a) áëèæàéøåå ê a
öåëîå ÷èñëî, à ÷åðåç {{a}} – ðàññòîÿíèå îò a äî (a), ò.å.

{ }{ } ( )a a a= - .
Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî α

îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ïèçî, åñëè ðàññòîÿíèå îò nα  äî
áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å. åñëè

{ }{ }n 0α →  ïðè n → ∞ .

Âîò åùå îäèí ïðèìåð. Ðàññìîòðèì òåïåðü êóáè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí

3 2( ) 3 2 1p x x x x= − − + .

Ïîñêîëüêó ð(3) < 0, à ð(4) > 0, ìíîãî÷ëåí ð èìååò
êîðåíü íà ïðîìåæóòêå (3; 4). Àíàëîãè÷íî, òàê êàê
ð(1) < 0 è ð(0) > 0, ó íåãî åñòü êîðåíü íà èíòåðâàëå
(0; 1), à òàê êàê ð(–1) < 0, òî è íà èíòåðâàëå (–1; 0)
òàêæå èìååòñÿ êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Èòàê, ìíîãî-
÷ëåí ð èìååò â òî÷íîñòè 3 êîðíÿ ( )1;0γ ∈ − , ( )0;1β ∈ ,

( )3;4α Œ .

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà α , β , γ  èððàöèî-
íàëüíûå.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî α  îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì Ïèçî.

Ðàññìîòðèì ñóììó
n n n

nS = α + β + γ .

Äîêàæåì, ÷òî nS  – öåëîå ÷èñëî ïðè ëþáîì n.
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âû÷èñëèì 1S , 2S  è 3S .
Ïî òåîðåìå Âèåòà äëÿ êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

3α + β + γ = , 2αβ + αγ + βγ = − , 1αβγ = − ,

ïîýòîìó

2 2 2
2S = α + β + γ = ( )2α + β + γ ( )2− αβ + αγ + βγ = 13.

Âû÷èñëèòü 3S  íåñêîëüêî ñëîæíåå. Äëÿ ýòîãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé

3 3 3 3x y z xyz+ + − =

( )( )2 2 2x y z x y z xy xz zy= + + + + − − − .

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî x, y è z ÷èñëà α , β , γ , ïîëó÷èì,
÷òî

( )3 3 3
3 3 13 2 3S = α + β + γ = + +  = 48.

Çàïèøåì î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà
3 2 13 2 0n n n n+ + +α − α − α + α = ,
3 2 13 2 0n n n n+ + +β − β − β + β = ,

3 2 13 2 0n n n n+ + +γ − γ − γ + γ = .
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Ñëîæèâ èõ, ïîëó÷èì

3 2 13 2 0n n n nS S S S+ + +− − + = .           (1)

Äàëåå ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1 èç òîãî,
÷òî 1S , 2S , 3S  – öåëûå ÷èñëà, ñëåäóåò, ÷òî è 4S  –
öåëîå ÷èñëî.

Ïóñòü 2nS + , 1nS +  è nS  – öåëûå ÷èñëà. Íî òîãäà èç (1)
ñëåäóåò, ÷òî 3nS +  òîæå öåëîå.

Èòàê, nS  öåëîå ïðè ëþáîì n. Èç íåðàâåíñòâà

n nn n n
nS − α = β + γ ≤ β + γ

è òîãî, ÷òî 1β <  è 1γ < , âûòåêàåò, ÷òî

0n
nS − α → .

Íî âåäü ýòî è åñòü ñâîéñòâî Ïèçî.

Óïðàæíåíèå 5. Íàéäèòå ïåðâûå 100 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé
ó ÷èñëà 2000α , 2001α .

Êàê âèäèòå, ìû äîâîëüíî ëåãêî óïðàâèëèñü ñ ïîâåäå-
íèåì ÷èñåë nα  äëÿ êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, âñå òðè
êîðíÿ êîòîðîãî äåéñòâèòåëüíû, ïðè÷åì îäèí èç íèõ
áîëüøå 1, à äâà îñòàâøèõñÿ ìåíüøå åäèíèöû ïî
ìîäóëþ. Ïðàâäà, ïîêà ìû åùå íèêàê ÿâíî íå ïîëüçîâà-
ëèñü èððàöèîíàëüíîñòüþ ýòèõ êîðíåé.

À ÷òî äåëàòü ñ êóáè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì, êîòîðûé
èìååò ëèøü îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü? Ðàññìîòðèì
ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü α  – äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà ( ) 3p x x x 1= − − . Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî α
îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ïèçî.

Ðåøåíèå. Èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè 3 1y x x= − −  ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò ìíîãî-
÷ëåí èìååò â òî÷íîñòè îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü α ,
ïðè÷åì 1 2< α < . Ïóñòü β  è γ  – êîìïëåêñíûå êîðíè
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè a biβ = + ,
ãäå a è b äåéñòâèòåëüíûå, òî a biγ = − , òàê ÷òî

2 2a bβ = γ = + . Ïî òåîðåìå Âèåòà

0,

0,

1.

α + β + γ =⎧
⎪αβ + αγ + βγ =⎨
⎪αβγ =⎩

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

2 2 1β = γ = βγ = α .

Ïîñêîëüêó ñâîéñòâà äåéñòâèé íàä êîìïëåêñíûìè
÷èñëàìè òàêèå æå, êàê è íàä äåéñòâèòåëüíûìè, äîñëîâ-
íî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è 2, ïîëó÷èì, ÷òî è çäåñü

n n n

nS α β γ= + +

– öåëîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì

( )
2n nn

n n
S − α ≤ β + γ <

α
.

Íî 1α > , òàê ÷òî ðàçíîñòü n
nS − α  ñòðåìèòñÿ ê 0 è

α  îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ïèçî.

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâûå 1000 çíàêîâ ïîñëå
çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 25000α  èç çàäà÷è 3
îäèíàêîâû.

Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ íàìè ïðèìåðàõ ìû èìåëè
äåëî ñ èððàöèîíàëüíûìè êîðíÿìè êâàäðàòè÷íûõ èëè
êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è
ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì 1. Ïðè ýòîì âñå
îñòàëüíûå êîðíè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ áûëè ïî ìîäóëþ
ìåíüøå 1. Íå â ýòîì ëè ïðè÷èíà ÿâëåíèÿ, íàçâàííîãî
íàìè ñâîéñòâîì Ïèçî?

Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà
è íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû

Çäåñü ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ ïðîñòåéøèìè ïîíÿòèÿìè
òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è íåïðèâîäèìûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî α  (äåéñòâèòåëüíîå èëè
êîìïëåêñíîå) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ìíîãî÷ëåí

( ) 1
0 1 ...n n

np x a x a x a−= + + +

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè 0a , 1a ,…, na  òàêîé, ÷òî
( ) 0p α = .
Â ýòîì îïðåäåëåíèè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, âî-ïåðâûõ,

÷òî 0 0a >  è, âî-âòîðûõ, ÷òî ÷èñëà 0a , 1a ,…, na  â
ñîâîêóïíîñòè âçàèìíî ïðîñòû.

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà – ýòî êîðíè
ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòå-
ïåíè, èìåþùèé äàííîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî  α  ñâî-
èì êîðíåì. Òàêîé ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëü-
íûì ìíîãî÷ëåíîì ÷èñëà α , à åãî ñòåïåíü – ñòåïåíüþ
÷èñëà α .

Ðàññìîòðåííûå íàìè ðàíåå ÷èñëà áûëè àëãåáðàè÷åñ-
êèìè ÷èñëàìè âòîðîé è òðåòüåé ñòåïåíè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí p(x) ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íåïðèâîäèì, åñëè îí íå
äåëèòñÿ íè íà êàêîé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, èìåþùèé ìåíüøóþ íåíóëåâóþ ñòåïåíü.

Âî ìíîæåñòâå [ ]xZ  âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû èãðàþò
òó æå ðîëü, ÷òî è ïðîñòûå ÷èñëà âî ìíîæåñòâå âñåõ
öåëûõ ÷èñåë. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêèé ìíîãî÷ëåí èç [ ]xZ

ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ
ìíîæèòåëåé è ýòî ðàçëîæåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿí-
íûõ ñîìíîæèòåëåé åäèíñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè

( ) 1
0 1 ...n n

np x a x a x a−= + + +

íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè åãî êîýôôèöèåíòû â
ñîâîêóïíîñòè âçàèìíî ïðîñòû.

Âàæíîå ñâîéñòâî ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ âûðà-
æàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà Ãàóññà. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðèìèòèâíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ – ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.

Ëåììà Ãàóññà äîêàçûâàåòñÿ âïîëíå ýëåìåíòàðíî. Ìû
ïðåäëàãàåì âàì äîêàçàòü åå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Óïðàæíåíèå 7. Ïðîäåëàéòå ýòî.
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Èç ëåììû Ãàóññà âûòåêàåò âàæíîå äëÿ íàñ â äàëüíåé-
øåì

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ìíîãî÷ëåí ( ) [ ]p x xŒ Z  äåëèò-
ñÿ íà ïðèìèòèâíûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, òî
÷àñòíîå – ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè p(x) = h(x)q(x), ãäå ìíîãî÷ëåí
q(x) ïðèìèòèâåí è íåïðèâîäèì, òî h(x) – ìíîãî÷ëåí ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Âàæíûì äëÿ íàñ áóäåò è åùå îäíî ñâîéñòâî.
Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè äâà ìíîãî÷ëåíà ( ) [ ]f x x∈Z  è
( ) [ ]p x x∈Z  èìåþò îáùèé êîðåíü α : ( ) 0f α = ,
( ) 0p α = , à ìíîãî÷ëåí p(x) íåïðèâîäèì, òî f(x)

äåëèòñÿ íà p(x), ò.å. f(x) = h(x)p(x), ãäå h(x) –
íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. À åñëè p(x) åùå è ïðèìèòèâåí, òî h(x) èìååò
öåëûå êîýôôèöèåíòû.

Âåðíî òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 3. Âñÿêèé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè n èìååò â òî÷íîñòè n ðàçëè÷íûõ (äåéñòâè-
òåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ) êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ óòâåðæäåíèé
âû ìîæåòå íàéòè â ëþáîé êíèãå, ãäå ïîäðîáíî èçëîæå-
íà òåîðèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, èëè æå ïðîâåñòè èõ ñàìîñòîÿ-
òåëüíî.

È, íàêîíåö, ïðèâåäåì î÷åíü âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî
Óòâåðæäåíèå 4. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí âñÿêîãî

àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α  íåïðèâîäèì.
Ýòî óòâåðæäåíèå ïî÷òè î÷åâèäíî. Â ñàìîì äåëå, åñëè

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí p(x) ÷èñëà α  ðàñêëàäûâàåòñÿ
íà ìíîæèòåëè ( ) ( ) ( )1 2p x p x p x= , ãäå ( )1p x , ( )2p x  –
ìíîãî÷ëåíû ìåíüøåé ñòåïåíè, òî ( ) ( ) ( )1 2p p pα = α α .
È ëèáî ( )1 0p α = , ëèáî ( )2 0p α = . Íî ýòî ïðîòèâîðå-
÷èò ìèíèìàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà p(x).

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü α  – àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî
ñòåïåíè r è p(x)

0 ...r
ra x a= + +  – ìèíèìàëüíûé  ìíîãî-

÷ëåí ÷èñëà α . Ïóñòü α= 1α , 2α ,…, rα  – åãî êîðíè. ×èñ-
ëà 2α ,…, rα  íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ñ ÷èñëîì α .

Òåîðåìà Âèåòà

Ïóñòü ( ) 1
0 1 ...n n

np x a x a x a−= + + +  ( 1n ≥ ) – ïðîèç-
âîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè èëè êîìïëåêñ-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, îí èìååò äåéñòâèòåëü-
íûé èëè êîìïëåêñíûé êîðåíü (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ
Â.Òèõîìèðîâà «Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è îñíîâíàÿ
òåîðåìà àëãåáðû» â ïðåäûäóùåì íîìåðå æóðíàëà). Èç
îñíîâíîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 ... rp x a x x x x x x= − − − ,

ãäå 1 2, , rx x x  – êîðíè ìíîãî÷ëåíà ( )p x . Ðàñêðûâàÿ
ñêîáêè è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷èì ðàâåí-
ñòâà

( )1 0 1 2 ... ra a x x x= − + + + ,

( )2 0 1 2 1 3 1... r ra a x x x x x x−= + + + ,

…

ka =( ) ( )0 1 2 1 2 1 1 11 ... ... ... ...
k

k k k r k ra x x x x x x x x x− + − +− + + + ,

…

( ) 0 1 2
1 ...

n

n ra a x x x= - .

Çäåñü â k-é ñòðî÷êå ñòîÿò ñóììû âñåâîçìîæíûõ ïðîèç-
âåäåíèé ïî k ñîìíîæèòåëåé.

Âûïèñàííûå ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ òåîðåìîé Âèå-
òà. Îíè îáîáùàþò õîðîøî èçâåñòíóþ øêîëüíèêàì
òåîðåìó Âèåòà äëÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ è íåñêîëüêî
ìåíåå èçâåñòíóþ òåîðåìó Âèåòà äëÿ êóáè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ.

È, íàêîíåö, ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî óòâåðæäåíèå,
ðàíåå äîêàçàííîå íàìè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé è
òðåòüåé ñòåïåíåé.

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè ( ) 1
1 ...r r

rp x x a x a−= + + +  –
ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, 1x , 2x ,…, rx
– åãî êîðíè, 

1 ...n n
n rS x x= + + , òî nS – öåëîå ÷èñëî ïðè

ëþáîì íàòóðàëüíîì n.
Ýòî óòâåðæäåíèå ìû òàêæå íå áóäåì çäåñü äîêàçû-

âàòü.

Öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 6. Àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî α  íàçûâàåò-
ñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì, åñëè îíî – êîðåíü
íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
è ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì 1.

Êàê âèäèòå, ïîíÿòèå öåëîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà
ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâû÷íîãî ïîíÿòèÿ öåëîãî
÷èñëà. Ïðåæäå âñåãî, ñàìè öåëûå ÷èñëà – ýòî öåëûå
àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ñòåïåíè 1: îíè êîðíè ìíîãî÷ëå-
íîâ âèäà p(x) = x – n, ãäå n∈Z .

Öåëûå æå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà áîëåå âûñîêèõ ñòåïå-
íåé èððàöèîíàëüíû. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ èç çàäà÷ 1–3
– öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ñòåïåíåé 2 è 3. ×èñëà
âèäà 3 2 , 5 2 , 7 3  – ýòî òîæå öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå
÷èñëà. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ 32 3 1x x− − , 33 3 1x x+ +
íå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè.

Ïóñòü α  – öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè r, à
÷èñëà 

2
α , 

3
α , …, rα  – ñîïðÿæåííûå ñ íèì ÷èñëà, ò.å.

îñòàëüíûå êîðíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà p(x) ÷èñëà
α . Èç óòâåðæäåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî

2 ...n n n
r nSα + α + + α =

– öåëîå ÷èñëî ïðè ëþáîì n.

×èñëà Ïèçî

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê ãëàâíîìó â ýòîé ñòàòüå.
Îïðåäåëåíèå 7. Äåéñòâèòåëüíîå öåëîå àëãåáðàè-

÷åñêîå ÷èñëî 1α >  íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ïèçî, åñëè âñå
ñîïðÿæåííûå ñ íèì ÷èñëà ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1.

Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëà Ïèçî îáëàäàþò ñâîéñòâîì Ïèçî.
Òåîðåìà 1. Åñëè α  – ÷èñëî Ïèçî ñòåïåíè  r > 1 , òî

{ }{ }lim 0n

n
α

Æ•

= .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α = 1α , 2α , …, rα   – êîðíè

ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ( ) 1

1
...

r r

rp x x a x a-= + + + .
Èç óòâåðæäåíèÿ 5 ñëåäóåò, ÷òî

2
...

n n n

n rS α α α= + + +

– öåëîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü 
2 ...n n

nS − α = α +
... n

r+ + α  è îöåíèì åå ìîäóëü:

2 2... ...
n nn n n

n r rS − α = α + + α ≤ α + + α .
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Ïîñêîëüêó 1iα <  ïðè i = 2, …, r , ïðàâàÿ ÷àñòü
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ïîòîìó

0n
nS − α → . Íî ýòî â òî÷íîñòè çíà÷èò, ÷òî { }{ } 0nα → .

Èòàê, ìû îáíàðóæèëè öåëûé êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì Ïèçî – ýòî ÷èñëà Ïèçî,
ò.å. äåéñòâèòåëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, áîëüøèå 1,
âñå ñîïðÿæåííûå êîòîðûõ ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1.

Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî âåðíà è îáðàòíàÿ
òåîðåìà: åñëè äåéñòâèòåëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî

1α >  îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ïèçî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì
Ïèçî.

Îäíàêî ñíà÷àëà âûÿñíèì, êàêèå öåëûå àëãåáðàè÷åñ-
êèå ÷èñëà îáëàäàþò ñâîéñòâîì Ïèçî.

Ïóñòü 1α >  – öåëîå äåéñòâèòåëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå

÷èñëî, à ( ) 1
1 ...r r

rp x x a x a−= + + +  – åãî ìèíèìàëü-
íûé ìíîãî÷ëåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

{ }{ } 0nα → .

Ïóñòü nA  – áëèæàéøåå ê nα  öåëîå ÷èñëî è

{ }{ } 0n n
nAα = − α → .

Òîãäà n
n nAα = + δ , ãäå 0nδ →  ïðè n → ∞ . Òåïåðü

óìíîæèì ðàâåíñòâî

1
1 ... 0r r

ra a−α + α + + =

íà nα :

1
1 ... 0n r n r n

ra a+ + −α + α + + α = .

Ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî n r
n r n rA+
+ +α = + δ ,

1
1 1

n r
n r n rA+ −
+ − + −α = + δ , …, n

n nAα = + δ .
Òîãäà

1 1 ... 0n r n r r n nA a A a A+ + −+ + + + γ = ,        (2)

ãäå 1 1 ...n r n r n r n na a+ + + −γ = δ + δ + + δ .

ßñíî, ÷òî 0nγ →  ïðè n → ∞ .

Íî ÷èñëî 1 1 ...n r n r r nA a A a A+ + −+ + +   öåëîå è ïîòîìó
ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

1 1 ... 0n r n r r nA a A a A+ + −+ + + = .        (3)

Â ñàìîì äåëå, èç òîãî, ÷òî 0nγ → , ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò òàêîå N, ÷òî 1nγ <  ïðè âñåõ n N≥ . Íî
ïðè òàêèõ n ðàâåíñòâî (2) âîçìîæíî òîëüêî ïðè
âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà (3).

Èòàê, ÷èñëà nA  ïðè n N≥  óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåí-
òíîìó óðàâíåíèþ (3).

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ëèíåéíûå ðåêóððåíòû ñòàíîâÿòñÿ
îñíîâíûì àïïàðàòîì íàøèõ èññëåäîâàíèé.

Íî ñíà÷àëà âûÿñíèì, êàê âåäóò ñåáÿ ñòåïåíè ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë.

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

Åñëè 1
p

q
α = > – íåñîêðàòèìàÿ äðîáü (q  >1), òî α  –

êîðåíü óðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè 0qx p- = .

Äîêàæåì, ÷òî { }{ }nα  íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî { }{ }lim 0n

n→∞
α = .

Ïóñòü ( )n
nAα = , òàê ÷òî n

n nAα = + δ è 0nδ →  ïðè

n → ∞ , { }{ }n
nδ = α . Íî 0q pα − = , ïîýòîìó

1 0n nq p+α − α = , ò.å.

( ) ( )1 1n n n nq A p A+ ++ δ − + δ = 1 0n n nqA pA+ − + γ = ,

ãäå 1n n nq p+γ = δ − δ , òàê ÷òî lim 0n
n→∞

γ = . Íî ÷èñëî

1n nqA pA+ −  öåëîå. Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

îíî ðàâíî íóëþ, ò.å.

1n n

p
A A

q+ =   ïðè n N≥ .

Íî òîãäà

n k N

p
A A

q+
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠

ïðè âñåõ k >1. Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê NA  íå äåëèòñÿ
íà kq  ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, ò.å. n kA +  íå öåëîå.

Èòàê, íå öåëûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ñâîéñòâîì Ïèçî
íå îáëàäàþò.

Â òî æå âðåìÿ îáû÷íûå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,
î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè Ïèçî.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ñî ñâîé-
ñòâîì Ïèçî – öåëûå.

Óïðàæíåíèå 7. Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë 
3

lim
2

n

n→∞

⎧ ⎫⎧ ⎫⎪⎪ ⎪⎪⎛ ⎞
⎨⎨ ⎬⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

?

Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè

Ðàññìîòðèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

2 0x px q+ + =

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è èððàöèîíàëüíûìè êîðíÿ-
ìè 1α >  è β .

Åñëè 1β < , òî α – ÷èñëî Ïèçî è, êàê íàì óæå

èçâåñòíî, { }{ } 0nα →  (ýòî, íàïîìíèì, ñëåäóåò èç òîãî,

÷òî n n
nS = α + β  öåëîå ïðè ëþáîì n).

Ïóñòü { }{ } 0nα → . Äîêàæåì, ÷òî 1β < . Çàïèøåì äëÿ

íàøåãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèå (3). Åñëè ( )n
nA = α , òî ïðè

âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n áóäåò

2 1 0n n nA pA qA+ ++ + = .

Òåïåðü íàì ïðåäñòîèò íåìíîãî îòâëå÷üñÿ îò îñíîâíîé
òåìû è ïîãîâîðèòü î ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ óðàâíå-
íèÿõ.

Ëèíåéíûå ðåêóððåíòû

Îïðåäåëåíèå 8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0x , 1x , …
..., nx ,… íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòîé (ËÐ)
ïîðÿäêà k, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà 0a 0≠ ,

1a , ..., ka 0≠ ,  ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n

0 1 1
... 0n k n k k na x a x a x

+ + -
+ + + = .          (4)

Èíîãäà ëèíåéíûå ðåêóððåíòû íàçûâàþòñÿ òàêæå
âîçâðàòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. ×èñëà nA , ïî-
ÿâèâøèåñÿ âûøå, îáðàçóþò ëèíåéíóþ ðåêóððåíòó ïî-
ðÿäêà r. Òàêæå ÿâëÿþòñÿ ËÐ èçâåñòíûå ìíîãèì íàøèì
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÷èòàòåëÿì ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0f ,  1f , …, nf , …, äëÿ êîòîðîé 0 1f = , 1 1,f =
2 1n n nf f f+ += + .

Ëþáàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ nu  îáðàçóåò ËÐ
ïîðÿäêà 1: 1n nu qu

+
= .

Âñÿêàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ na  ÿâëÿåòñÿ ËÐ
ïîðÿäêà 2, èáî äëÿ íåå 2 1 1n n n na a a a+ + +− = − , ò.å.

2 12 0n n na a a+ +− + = .
Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè nu  è nv

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (4), òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè âèäà n n nw u v= λ + μ  òàêæå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó
óðàâíåíèþ.

Â ñàìîì äåëå,

0 1 1 ...n k n k k na w a w a w+ + −+ + + =

( ) ( )0 1 1 1 ...n k n k n k n ka u v a u v+ + + − + −= λ + μ + λ + μ +

( )... k n na u v+ λ + μ =

( ) ( )0 0... ... 0n k k n n k k na u a u a v a v+ += λ + + + μ + + = .

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) â âèäå êîìáè-
íàöèè ïðîñòåéøèõ ðåøåíèé. À ïîñêîëüêó ïðîñòåéøåé
ëèíåéíîé ðåêóððåíòîé ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðî-
ãðåññèÿ, ñíà÷àëà áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ â âèäå n

nx = λ ,
ãäå 0λ ≠ .

Ïîäñòàâëÿÿ mλ  âìåñòî mx  â (4), ïîëó÷àåì

0 ... 0n k n
ka a+λ + + λ = .

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà nλ  ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

0 ... 0k
ka aλ + + = ,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì
ëèíåéíîé ðåêóððåíòû.

Ñäåëàåì íåêîòîðûå óïðîùàþùèå äåëî ïðåäïîëîæå-
íèÿ. Èìåííî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå èìååò k ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ êîðíåé (ýòîò
ñëó÷àé è áóäåò íóæåí â äàëüíåéøåì). ßñíî, ÷òî âñå
ïðîãðåññèè âèäà n

iλ  (i = 1, 2, …, k) — ðåøåíèÿ ËÐ.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ËÐ ìîæíî

«ñêîìáèíèðîâàòü» èç ïðîãðåññèé.
Óòâåðæäåíèå 6. Âñÿêîå ðåøåíèå ËÐ (4) ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå

1 1 2 2 ...n n n
n k kx c c c= λ + λ + + λ .

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ËÐ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ çàäàíèåì ïåðâûõ k ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

0x , 1x , …, 1kx − .
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

1 1 2 2 ...n n n
n k kx c c c= λ + λ + + λ .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà n = 0, 1, …, k – 1,  ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé

1 2 0

1 1 2 2 1

1 1 1
1 1 2 2 1

... ,

... ,

...

... .

k

k k

k k k
k k k

c c c x

c c c x

c c c x− − −
−

+ + + =⎧
⎪ λ + λ + + λ =⎪
⎨
⎪
⎪ λ + λ + + λ =⎩

Âñïîìíèì, ÷òî âñå ÷èñëà 1λ , 2λ , …, kλ  ðàçëè÷íû, è

ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

( ) ( )
i

i

f
f

λ
λ = =λ − λ

( ) ( )( ) ( )0 1 1 1... ...i i ka − += λ − λ λ − λ λ − λ λ − λ =

1 1 2
0 1 2 1,...k k k

i i k ia a a a− − −
−= λ + λ + λ + +� � � .

Êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà – ýòî âñå ÷èñëà 1λ , 2λ , …, kλ ,
êðîìå iλ . Óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà 1,k ia −� , âòîðîå
– íà 2,k ia −� , …, ïîñëåäíåå íà 0a  è ñëîæèâ ïîëó÷åííûå
óðàâíåíèÿ, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 ... ...i i k i i k i kc f c f c f c fλ + λ + + λ + + λ =

= 1, 0 0 1...k i k ia x a x M− −+ + = .

Íî ( ) 0i jf λ = ïðè i j≠ , à ( ) 0i if λ ≠ . Ïîýòîìó

( )
i

i
i i

M
c

f
=

λ
.

Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå 6 äîêàçàíî.
Íàéäåì, íàïðèìåð, ôîðìóëó äëÿ n-ãî ÷èñëà Ôèáî-

íà÷÷è.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

2 1 0λ − λ − = .

Åãî êîðíè 1

1 5

2

+λ = , 2

1 5

2

−λ = . Èùåì ðåøåíèå â

âèäå

1 1 2 2
n n

nf c c= λ + λ .

Ïðè n = 0 è n = 1 èìååì

1 2

1 1 2 2

0,

1,

c c

c c

+ =⎧
⎨ λ + λ =⎩

 îòêóäà  1

1

5
c = , 2

1

5
c = − .

Ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó Áèíå:

1 1 5 1 5

2 25

n n

nf
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

.

Ëþáîïûòíî, ÷òî â çàïèñè öåëûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è
ó÷àñòâóþò èððàöèîíàëüíîñòè.

Âîò åùå îäèí ïðèìåð ËÐ:

0 0x = , 1 1x = , 2 12 3n n nx x x+ += − .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 2 2 3 0λ − λ + =  èìååò

êîìïëåêñíûå êîðíè: 1 1 2iλ = +  è 2 1 2iλ = − , à
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç öåëûõ ÷èñåë, çàïè-
ñûâàåòñÿ òàê:

( ) ( )1 2 1 2
2 2

n n

n

i
x i i⎛ ⎞= − + − −⎜ ⎟⎝ ⎠

,

ò.å. â çàïèñè öåëî÷èñëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ó÷à-
ñòâóþò äàæå ìíèìûå ÷èñëà.

Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè (çàâåðøåíèå)

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ êâàäðàòè÷íûõ èððàöèî-
íàëüíîñòåé.

Ìû âèäåëè, ÷òî ÷èñëà nA  ïðè n N≥  îáðàçóþò ËÐ:

2 1 0n n nA pA qA+ ++ + = .



Ýòî çíà÷èò, ÷òî

1 2
n n

nA c c= α + β ,

ãäå 
1

c , 
2

c  – íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì

1 0c ≠  è 2 0c ≠ . (Åñëè, íàïðèìåð, 2 0c = , òî

1n nA A+ = α , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñ-
ëà α .)

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

( )1 21n n n
nA c c− α = − α + β .           (5)

Íàì èçâåñòíî, ÷òî 0n
nA − α →  ïðè n → ∞ . Ïîýòîìó

è ( )1 21 0n nc c− α + β →  ïðè n → ∞ . Òåïåðü äîêàæåì
ëåììó èç ýëåìåíòàðíîãî êóðñà àíàëèçà.

Ëåììà. Åñëè ÷èñëà 1c , 2c , …, rc  íå ðàâíû íóëþ,
÷èñëà 1λ , 2λ , …, rλ  ïîïàðíî ðàçëè÷íû, íå ðàâíû íóëþ
è âñå îòëè÷íû îò 1, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 1 2 2 ...n n n
n r ru c c c= λ + λ + + λ

èìååò ïðåäåë, òî i 1λ <  ïðè âñåõ i = 1, 2, …, r è
lim n
n

u 0
→∞

= .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî r. Ïðè
r = 1 óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Ïóñòü ëåììà
ñïðàâåäëèâà äëÿ r = k, è

1 1 2 2 1 1...n n n
n k ku c c c + += λ + λ + + λ .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1n n nw u u+= − λ =

( ) ( )2 2 1 2 1 1 1 1...n n
k k kc c + + += λ − λ λ + + λ − λ λ .

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè nu
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

nw , à èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè – ñïðàâåäëèâîñòü
ëåììû.

Èç ëåììû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå 1 1c = ,
à 1β < . (Åñëè 1 1c ≠ , òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )1 21 n nc c− α + β  ñëåäîâàëî áû, ÷òî

1α < .)
Èòàê, 

2
n n

nA c= α + β . Êðîìå òîãî, ðàçíîñòü

( )2 1 n
n nA S c− = − β

òîæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ïîñêîëüêó 1β < ) è ïîòîìó

n nA S= ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è 2 1c = , ò.å.

n nA S= .
Ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè èððàöèîíàëüíûé êîðåíü

óðàâíåíèÿ 2 0x px q+ + =  îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ïèçî, òî
âòîðîé êîðåíü β  ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1, ò.å. α  – ÷èñëî
Ïèçî.

Èòàê, öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî âòîðîãî ïîðÿäêà
îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ïèçî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Ïèçî.

Êóáè÷åñêèå èððàöèîíàëüíîñòè

Ïóñòü 1α > – öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî òðåòüåãî
ïîðÿäêà, ò.å. êîðåíü óðàâíåíèÿ

( ) 3 2p x x ax bx c= + + + ,

ãäå a, b, c – öåëûå ÷èñëà, ìíîãî÷ëåí p(x) íåïðèâîäèì,
à β  è γ  – ÷èñëà (äåéñòâèòåëüíûå èëè êîìïëåêñíûå),
ñîïðÿæåííûå ñ α .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî { }{ } 0
nα Æ  è äîêàæåì, ÷òî α  –

÷èñëî Ïèçî. Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî 1β < ,
1γ < .

×èñëà nA  â ýòîì ñëó÷àå îáðàçóþò ËÐ, äëÿ êîòîðîé

3 2 1
0n n n nA aA bA cA

+ + +
+ + + =

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Êàê ìû âèäåëè,

1 2 3

n n n

nA c c cα β γ= + +

äëÿ íåêîòîðûõ 
1

c , 
2

c , 
3

c .
Ïîêàæåì, ÷òî íè îäíî èç ÷èñåë 

1
c , 

2
c , 

3
c  íå ðàâíî

íóëþ.
Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî 

3
0c = . Òîãäà

1 2

n n

nA c cα β= + ,

1 1

1 1 2

n n

nA c cα β+ +

+
= + ,                 (6)

  2 2

2 1 2

n n

nA c cα β+ +

+
= + .

Ïóñòü ( ) ( ) ( )q x x xα β= - - = 2x kx l+ +  – êâàäðàòè÷-
íûé ìíîãî÷ëåí ñ êîðíÿìè α  è β .

Óìíîæèì ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (6) íà l, âòîðîå íà k è
ñëîæèì âñå òðè ðàâåíñòâà:

2 1n n nA kA lA
+ +

+ + = ( ) ( )1 2
0

n nc q c qα α β β+ = ,

ò.å. öåëûå ÷èñëà nA  îáðàçóþò ëèíåéíóþ ðåêóððåíòó
âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëà k è l ðàöèîíàëüíû. Â ñàìîì äåëå,
òàê êàê

1 2

2 1 3

,n n n

n n n

kA lA A

kA lA A

+ +

+ + +

+ = -Ï
Ì

+ = -Ó

ïàðà ( ),k l  – ðåøåíèå ñèñòåìû èç äâóõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè.

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû:

1 2
1 2

2 1

n n
n n n

n n

A A
A A A

A A
+

+ +

+ +

= - = ( )
2

1 2 0
n nc c α β α β- - π .

Èòàê, ðåøåíèå ñèñòåìû åäèíñòâåííî, à ÷èñëà k è l,
î÷åâèäíî, ðàöèîíàëüíû.

×èñëî α  ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ êîðíåì êâàäðàòíîãî
òðåõ÷ëåíà ( )Mq x  ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè (Ì –
îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé k è l). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà ( )p x . Çäåñü ó íàñ âïåðâûå
ÿâíî «ñðàáîòàëà» íåïðèâîäèìîñòü. Àíàëîãè÷íî äîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî 1 0c π , 2 0c π .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçíîñòü

( )1 2 3
1

n n n n

nA c c cα α β γ- = - + + .

Ïîñêîëüêó îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à 1α > , èç ëåììû
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî 

1
1c = , 1β <  è

1γ < . Èòàê, α  – ÷èñëî Ïèçî.
Ïîäâåäåì èòîãè. Ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè öåëîå àëãåá-

ðàè÷åñêîå ÷èñëî âòîðîãî èëè òðåòüåãî ïîðÿäêà îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì Ïèçî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Ïèçî.

Ðàññìîòðåíèå îáùåãî ñëó÷àÿ è îêîí÷àòåëüíîå ðåøå-
íèå çàäà÷è î ÷èñëàõ Ïèçî ìû îòëîæèì äî ñëåäóþùåãî
íîìåðà.

(Îêîí÷àíèå ñëåäóåò)
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Êàðëîâ óíèâåðñèòåò
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 ÑÅÐÅÄÈÍÅ XIV ÂÅÊÀ ÍÀÑËÅÄÍÈÊ ÄÐÅÂÍÅÃÎ
÷åøñêîãî  êîðîëåâñêîãî  ðîäà  Ïðæåìûñëîâè÷åé
Êàðë IV ïî÷òè îäíîâðåìåííî ïîëó÷èë òèòóëû

÷åøñêîãî êîðîëÿ è èìïåðàòîðà Ñâÿùåííîé Ðèìñêîé
èìïåðèè. Âçîéäÿ íà ïðåñòîë, îí ïðåäïðèíÿë àêòèâíûå
äåéñòâèÿ ïî óñèëåíèþ ïîëèòè÷åñêîãî, ýêîíîìè÷åñêîãî
è êóëüòóðíîãî âëèÿíèÿ ×åõèè. Ïðåæäå âñåãî, îí ïî-
åõàë â Àâèíüîí è èñïðîñèë ó ïàïû Êëèìåíòà VI
ðàçðåøåíèÿ íà ó÷ðåæäåíèå ïðàæñêîãî àðõèåïèñêîï-
ñòâà, à çàòåì è íà ñîçäàíèå Ïðàæñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Äîêóìåíò îò 7 àïðåëÿ 1348 ãîäà ãëàñèë: «×òîáû íå íàäî
áûëî íàøèì âåðíûì æèòåëÿì êîðîëåâñòâà, íåóñòàííî
àë÷óùèì ïëîäîâ çíàíèé, ïðîñèòü ìèëîñòûíþ â ÷óæîé
çåìëå, íî ÷òîáû îíè íàõîäèëè â êîðîëåâñòâå ñòîë,
ãîñòåïðèèìíî äëÿ íèõ ïðèãîòîâëåííûé». Óíèâåðñèòåò
äîëæåí áûë ñòàòü «óêðàøåíèåì ×åøñêîé êîðîíû» è
ñïîñîáñòâîâàòü ðàñïðîñòðàíåíèþ ñëàâû ×åøñêîãî êî-
ðîëåâñòâà âî âñåõ êîíöàõ õðèñòèàíñêîãî ìèðà.

Óíèâåðñèòåò, êîòîðûé âïîñëåäñòâèè ñòàë èìåíîâàòü-
ñÿ Êàðîëèíóìîì èëè Êàðëîâûì óíèâåðñèòåòîì, ñòàë
ïåðâûì âûñøèì ó÷åáíûì çàâåäåíèåì â Öåíòðàëüíîé è
Âîñòî÷íîé Åâðîïå. Îí ñ ñàìîãî íà÷àëà ñîçäàâàëñÿ êàê
îáùååâðîïåéñêèé èíòåëëåêòóàëüíûé öåíòð, ãäå ðàáî-
òàëè ïðåäñòàâèòåëè ìíîãèõ åâðîïåéñêèõ íàðîäîâ. Óíè-
âåðñèòåò âêëþ÷àë ÷åòûðå ôàêóëüòåòà: ôèëîñîôñêèé,
ãäå â îñíîâíîì çàíèìàëèñü ôèëîñîôèåé è äðóãèìè, êàê
òîãäà ãîâîðèëè, «ñâîáîäíûìè èñêóññòâàìè» (êðàñíî-
ðå÷èåì, ìóçûêîé, ìàòåìàòèêîé); þðèäè÷åñêèé, íà êî-
òîðîì èçó÷àëîñü ïðàâî; ìåäèöèíñêèé, ãäå êðîìå ñîá-
ñòâåííî ìåäèöèíû ó÷àùèåñÿ ïîëó÷àëè ñâåäåíèÿ èç
îáëàñòè õèìèè è åñòåñòâåííûõ íàóê; áîãîñëîâñêèé,
êîòîðûé   ãîòîâèë îáðàçîâàííûõ ñâÿùåííèêîâ. Ìåæäó-
íàðîäíûé õàðàêòåð ïðàæñêîãî óíèâåðñèòåòà ïîä÷åðêè-
âàëñÿ ðàâíîïðàâíûì ïîëîæåíèåì â íåì ïðåäñòàâèòå-
ëåé ðàçíûõ ñòðàí, èç êîòîðûõ â óíèâåðñèòåò ïðèåçæà-
ëè ñòóäåíòû è ïðåïîäàâàòåëè, îáðàçîâûâàâøèå ÷åøñ-
êóþ, ïîëüñêóþ, ñàêñîíñêóþ è áàâàðñêóþ «íàöèè».
Ãëàâà óíèâåðñèòåòà – ðåêòîð – èçáèðàëñÿ âñåìè ïðåïî-
äàâàòåëÿìè, êîòîðûå íàçûâàëèñü ìàãèñòðàìè. Îñíîâ-
íîé ôîðìîé îáó÷åíèÿ â óíèâåðñèòåòå áûëà ëåêöèÿ.
Îáû÷íî ìàãèñòð ÷èòàë òåêñò ïî êíèãå (ðóêîïèñíîé,
êíèãîïå÷àòàíèå åùå íå áûëî èçîáðåòåíî), à ñòóäåíòû
çàïèñûâàëè çà íèì. Êàæäûé ìàãèñòð áûë âîëåí â
ðàìêàõ ñâîåãî êóðñà îïðåäåëÿòü åãî ñîäåðæàíèå, òàê
÷òî èìåííî ñ óíèâåðñèòåòñêîé êàôåäðû ðàñïðîñòðàíÿ-
ëèñü íîâûå âçãëÿäû è íîâûå òåîðèè.

Ëþáèìîé ôîðìîé ñîðåâíîâàíèÿ â çíàíèÿõ è â óìåíèè
èõ îòñòàèâàòü áûë ó÷åíûé äèñïóò. Åãî ó÷àñòíèêè, êàê
ïðàâèëî ýòî áûëè ìàãèñòðû, ïðåäñòàâëÿâøèå ðàçëè÷-
íûå íàïðàâëåíèÿ, óñòðàèâàëè ïóáëè÷íîå îáñóæäåíèå
ñïîðíîãî âîïðîñà. Êàæäûé ó÷àñòíèê ïðîèçíîñèë ðå÷ü,

îòñòàèâàÿ ñâîþ òî÷êó çðåíèÿ è îïðîâåðãàÿ ïðîòèâíèêà,
à èçáðàííûå íà ïðåäñåäàòåëüñêèå ìåñòà êîëëåãè ðåøà-
ëè, êòî îêàçàëñÿ óáåäèòåëüíåå. Ïðè ýòîì ïîîùðÿëîñü
âñÿ÷åñêè ðóãàòü ïðîòèâíèêà, îáâèíÿÿ åãî âî âñåâîç-
ìîæíûõ ãðåõàõ. Òàêîå ïîíîøåíèå ðàññìàòðèâàëîñü
ëèøü êàê âíåøíèé ïðèåì äëÿ äèñêðåäèòàöèè ïðîòèâ-
íèêà, âûñòàâëåíèÿ åãî ïðåæäå âñåãî â íåëåïîì è
ñìåøíîì âèäå. Íàó÷íàÿ àðãóìåíòàöèÿ, êîíå÷íî æå,
áûëà âàæíà, îäíàêî íå îíà îïðåäåëÿëà âíåøíþþ
ôîðìó äèñïóòà. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äèñïóò áûë ìåñòîì
ïóáëè÷íîãî ñàìîóòâåðæäåíèÿ ëè÷íîñòè ñðåäíåâåêîâî-
ãî ó÷åíîãî, âåäü èìåííî çäåñü îí ìîã ïîêàçàòü âñåì ñâîé
îáúåì çíàíèé, ÷òî î÷åíü öåíèëîñü â ñðåäíèå âåêà, òàê
êàê ðàçðûâ ìåæäó îáëàäàþùèì çíàíèÿìè ó÷åíûì
ìåíüøèíñòâîì è îñòàëüíûì îáùåñòâîì, âåñüìà ìàëî
îáðàçîâàííûì, áóäü òî äâîðÿíèí èëè êðåñòüÿíèí, áûë
îãðîìåí. Äèñïóòû ó÷åíûõ ìóæåé áûâàëè íàñòîëüêî
ãîðÿ÷èìè, ÷òî íåðåäêî êîí÷àëèñü ïîòàñîâêîé.

Ðàçâèòèå îáùåñòâà è ôîðìèðîâàíèå íàó÷íîãî ìèðî-
âîççðåíèÿ â ñðåäíèå âåêà â    ÷àñòíîñòè, ïðîõîäèëî ïîä
çíàêîì ðàçðåøåíèÿ òåîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì. Â íà÷àëå
XV âåêà â óíèâåðñèòåòå âîçíèêëà íàó÷íàÿ îïïîçèöèÿ.
Åå ëèäåðîì ñòàë çíàìåíèòûé ÷åøñêèé ðåôîðìàòîð ßí
Ãóñ. Îí ïîëó÷èë ìàãèñòåðñêóþ ñòåïåíü â Ïðàæñêîì
(Êàðëîâîì) óíèâåðñèòåòå â 1396 ãîäó è â 1409— 1410
ãîäàõ áûë  åãî ðåêòîðîì. Áîðüáà ÷åøñêîé è íåìåöêîé
ïàðòèé âíóòðè óíèâåðñèòåòà çàõâàòèëà ßíà Ãóñà ñ
ãîëîâîé. Ïðè åãî íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè â 1409
ãîäó êîðîëü Âàöëàâ IV èçäàë Êóòíîãîðñêèé äåêðåò,
îòäàâøèé óïðàâëåíèå óíèâåðñèòåòîì â ðóêè ìàãèñòðîâ
«÷åøñêîé íàöèè» â óùåðá òðàäèöèîííîé ñðåäíåâåêî-
âîé ñõåìå, êîãäà óíèâåðñèòåòñêàÿ ïîëèòèêà îïðåäåëÿ-
ëàñü êîíñåíñóñîì ÷åòûðåõ íàöèé. Â ðåçóëüòàòå áîëü-
øèíñòâî íåìåöêèõ ìàãèñòðîâ ïîêèíóëè óíèâåðñèòåò,
ïîâñþäó ðàñïðîñòðàíÿÿ ñëóõè î êîâàðíûõ åðåòèêàõ,
îêêóïèðîâàâøèõ ïî÷òåííîå èìïåðñêîå ó÷ðåæäåíèå.
Ïðåñòèæ Ïðàæñêîãî óíèâåðñèòåòà è åãî óðîâåíü, ðàçó-
ìååòñÿ, ñåðüåçíî ïîñòðàäàëè, íî ýòî áûëî ñêîðåå ïîáî÷-
íûì, ÷åì ïðÿìûì ýôôåêòîì ðåôîðìàòîðñêîé äåÿòåëü-
íîñòè ßíà Ãóñà.

Âûñøèì àðáèòðîì â äåëàõ âåðû äîëæåí áûë ñòàòü
Âñåëåíñêèé ñîáîð, ñîáðàâøèéñÿ â Êîíñòàíöå 5 íîÿáðÿ
1414 ãîäà. ßí Ãóñ áûë âûçâàí íà ñîáîð äëÿ îáúÿñíåíèé
è ÿâèëñÿ òóäà. Îäíàêî îí ñòîëêíóëñÿ ñ òåì, ÷òî
îáúÿñíåíèé íèêòî è íå ñïðàøèâàë. Îò ßíà Ãóñà ñðàçó
ïîòðåáîâàëè îòðå÷üñÿ îò âñåãî, ÷òî îí ïðîïîâåäîâàë, íå
îáúÿñíÿÿ, â ÷åì ñîáñòâåííî ñîñòîèò åãî åðåñü. Îí æå â
îòâåò òðåáîâàë äîêàçàòü åìó, â ÷åì åãî ïðîïîâåäè
ðàñõîäÿòñÿ ñ Ïèñàíèåì. Ðàçáèðàòåëüñòâî, íå íà÷àâ-

(Ïðîäîëæåíèå ñì íà ñ. 22)



Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â
íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå ïîçäíåå 1 äåêàáðÿ 2005 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹5–2005» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì1966» èëè «Ô1973». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â
ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì
êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé).

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äëÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëü-
íîì êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå:
«Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìà-
òèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîëû è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷è Ì1966–Ì1969, Ì1971, Ì1972(à), Ì1973–Ì1975 ïðåäëàãàëèñü íà XXXI Âñåðîññèéñêîé

îëèìïèàäå øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå.
Çàäà÷à M1970 ïðåäëàãàëàñü íà XXVI Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì òóðíèðå ãîðîäîâ.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À »

Çàäà÷è Ì1966 – Ì1975, Ô1973–Ô1982

Ì1966. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî 
 �ä,…,ö  �ä,…,ö
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ëèòñÿ íà 11, òî îíî òàêæå äåëèòñÿ è íà 121.
Â.Ñåíäåðîâ

Ì1967. Â íàáîðå èç îäèííàäöàòè ðàçëè÷íûõ ïî âåñó
ãèðü êàæäàÿ âåñèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî ãðàììîâ. Èçâåñ-
òíî, ÷òî ñóììàðíûé âåñ ëþáûõ ñåìè ãèðü áîëüøå
ñóììàðíîãî âåñà ÷åòûðåõ îñòàâøèõñÿ. Íàéäèòå íàè-
ìåíüøèé âîçìîæíûé ñóììàðíûé âåñ âñåõ ãèðü íàáîðà.

Î.Ïîäëèïñêèé, È.Áîãäàíîâ

Ì1968. Êàæäóþ âåðøèíó âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà Q îòðàçèëè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè,
íå ñîäåðæàùåé ýòó âåðøèíó. Ïîëó÷åííûå òî÷êè ÿâëÿ-
þòñÿ âåðøèíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà Q¢ .
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Q – òðàïåöèÿ, òî Q¢  òàêæå
ÿâëÿåòñÿ òðàïåöèåé.
á) Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ïëîùàäè Q¢  ê ïëîùàäè Q
ìåíüøå 3.

Ë.Åìåëüÿíîâ

Ì1969. Íà îáîðîòíûõ ñòîðîíàõ 2005 êàðòî÷åê íàïèñà-
íû ðàçëè÷íûå ÷èñëà (íà êàæäîé ïî îäíîìó). Çà îäèí
âîïðîñ ðàçðåøàåòñÿ óêàçàòü íà ëþáûå òðè êàðòî÷êè è
óçíàòü ìíîæåñòâî ÷èñåë, íàïèñàííûõ íà íèõ. Çà êàêîå
íàèìåíüøåå ÷èñëî âîïðîñîâ ìîæíî óçíàòü, êàêèå ÷èñëà
çàïèñàíû íà êàæäîé êàðòî÷êå?

È.Áîãäàíîâ

Ì1970. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí
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ñòâèòåëüíûõ êîðíåé?
À.Òîëïûãî

Ì1971. Â òàáëèöå 2 n¥  ðàññòàâëåíû ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà òàê, ÷òî â êàæäîì èç n ñòîëáöîâ ñóììà äâóõ ÷èñåë
ðàâíà 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âû÷åðêíóòü ïî îäíîìó
÷èñëó â êàæäîì ñòîëáöå òàê, ÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå

ñóììà îñòàâøèõñÿ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèëà 
1

4

n +
.

Å.Êóëèêîâ

Ì1972. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî áåñêîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî L ïðÿìûõ, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ïàðàë-
ëåëüíû. Èçâåñòíî, ÷òî êàê áû íè ðàñïîëîæèòü íà
ïëîñêîñòè êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1, îí áóäåò ïåðåñåêàòü-
ñÿ õîòÿ áû ñ îäíîé ïðÿìîé ìíîæåñòâà L. Äîêàæèòå,
÷òî íàéäåòñÿ êâàäðàò ñî ñòîðîíîé à) 0,8; á) 0,75,
êîòîðûé ïåðåñåêàåòñÿ íå ìåíåå ÷åì ñ òðåìÿ ïðÿìûìè
ìíîæåñòâà L.

Ñ.Âîë÷¸íêîâ

Ì1973. Â òðåóãîëüíèêå ABC (AB < ÂÑ) òî÷êà I – öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè, Ì – ñåðåäèíà ñòîðîíû ÀÑ,
N – ñåðåäèíà äóãè ABC îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêà-
æèòå, ÷òî IMA INB– = – .

À.Áàäçÿí

M1974. Íà áåñêîíå÷íîì áåëîì ëèñòå êëåò÷àòîé áóìàãè
êîíå÷íîå ÷èñëî êëåòîê îêðàøåíî â ÷åðíûé öâåò òàê, ÷òî
ó êàæäîé ÷åðíîé êëåòêè ÷åòíîå ÷èñëî (0, 2 èëè 4)
áåëûõ êëåòîê, ñîñåäíèõ ñ íåé ïî ñòîðîíå. Äîêàæèòå,
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Ô1973. Êàìåíü áðîñàþò ïîä óãëîì α  ê ãîðèçîíòó,
ïðèäàâ åìó íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü 0v . Òî÷êà ïàäåíèÿ
êàìíÿ íà Í íèæå òî÷êè áðîñêà. Âåêòîð ñêîðîñòè êàìíÿ
â ïîëåòå ïîâîðà÷èâàåòñÿ. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå è
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ýòîãî âðàùå-
íèÿ. Çåìëÿ, êàê èçâåñòíî, ïëîñêàÿ; ñ÷èòàéòå, ÷òî
âîçäóõà íà íåé íåò.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1974. Ïî ãëàäêîìó ãîðèçîíòàëüíîìó ñòîëó ìîæåò
äâèãàòüñÿ êóá ìàññîé Ì. Íà íåì íàõîäèòñÿ äðóãîé êóá
— ïîìåíüøå, åãî ìàññà m. Íà êóáû äåéñòâóþò ãîðèçîí-
òàëüíûå ñèëû: F – íà íèæíèé è f – íà âåðõíèé. Ñèëû
ýòè ïàðàëëåëüíû, ïðèëîæåíû ê öåíòðàì êóáîâ è íà-
ïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó. Íàéäèòå óñêîðåíèÿ êóáîâ.
Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì òåëàìè
μ . Êóáû äâèãàþòñÿ ïîñòóïàòåëüíî, íå âðàùàÿñü.

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô1975. Â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðè-
ñóíêå 1, ãðóçû èìåþò îäèíàêîâûå ìàñ-
ñû, áëîêè è íèòè î÷åíü ëåãêèå, íèòè
íåðàñòÿæèìû, ñâîáîäíûå èõ êóñêè âåð-
òèêàëüíû. Íàéäèòå óñêîðåíèÿ áëîêîâ.
Îñü ñàìîãî âåðõíåãî áëîêà çàêðåïëåíà.

À.Áëîêîâ

Ô1976. Íàñåëåíèå Çåìíîãî øàðà ñîñòàâ-
ëÿåò â íàøè äíè ïðèáëèçèòåëüíî 4,5
ìèëëèàðäà ÷åëîâåê. Ñêîëüêî êèëîãðàì-
ìîâ âîçäóõà ïðèõîäèòñÿ íà êàæäîãî ÷å-
ëîâåêà?

À.Ìàëüòóñîâ

Ô1977. Ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷íàÿ ñêîðîñòü
ìîëåêóë âîçäóõà â êîìíàòå 500 ì/ñ,
äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà 0,01 ìì. Â
äàííûé ìîìåíò âûáðàííàÿ äëÿ íàáëþäå-
íèÿ ìîëåêóëà íàõîäèòñÿ ïîñðåäèíå êâàä-

ðàòíîé êîìíàòû ïëîùàäüþ 225 ì . Îöå-
íèòå ñðåäíåå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ åå
ïóòåøåñòâèÿ äî îäíîé èç ñòåí.

À.Òîìîâ

Ô1978. Ìåäíàÿ òîíêîñòåííàÿ ñôåðà ðàäèóñîì R çàðÿ-
æåíà, ïîëíûé çàðÿä ñôåðû Q. Íà ðàññòîÿíèè R/3 îò
öåíòðà ñôåðû íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé çàðÿä q, à íà
ðàññòîÿíèè 3R îò öåíòðà ñôåðû ïîìåùåí òî÷å÷íûé
çàðÿä 2q. Íàéäèòå ïîòåíöèàëû öåíòðà ñôåðû è ñàìîé
ñôåðû. Êàêîé çàðÿä ïðîòå÷åò ïî òîíêîìó ïðîâîäó, åñëè
ýòèì ïðîâîäîì ñôåðó çàçåìëèòü?

Ô.Èçèêîâ

Ô1979. Â èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 2 öåïè êîíäåíñàòî-
ðû îäèíàêîâû, åìêîñòü êàæäîãî Ñ = 100 ìêÔ, ðåçèñòîð
èìååò ñîïðîòèâëåíèå R =
= 100 êÎì, áàòàðåéêà ñ ÝÄÑ

10 B=E  îáëàäàåò âíóòðåí-
íèì ñîïðîòèâëåíèåì r =
= 1 Îì. Öåïü çàìûêàþò. Êà-
êîé òîê òå÷åò ïî ðåçèñòîðó
÷åðåç âðåìÿ 0,1 cτ =  ïîñëå
âêëþ÷åíèÿ, è êàêîé òîê â
ýòîò æå ìîìåíò òå÷åò ÷åðåç
áàòàðåéêó? Êàêîå êîëè÷åñòâî
òåïëîòû âûäåëèòñÿ â ðåçèñ-
òîðå çà áîëüøîå âðåìÿ?

À.Çèëüáåðìàí

Ô1980. Â îäíîé ïëîñêîñòè ñ äëèííûì ïðÿìûì ïðîâî-
äîì çàêðåïëåíî ìàëåíüêîå ñâåðõïðîâîäÿùåå êîëüöî èç
î÷åíü òîíêîãî ïðîâîäà. Äèàìåòð êîëüöà d = 1 ñì, öåíòð
êîëüöà íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè Í = 1 ì îò ïðîâîäà,
èíäóêòèâíîñòü êîëüöà L = 10 ìêÃí. Ïî ïðîâîäó ïðîïóñ-
êàþò ýëåêòðè÷åñêèé òîê – ñèëà òîêà áûñòðî âîçðàñòàåò
îò íóëÿ äî I = 10 À. Êàêîé óñòàíîâèâøèéñÿ òîê ïîòå÷åò
ïî êîëüöó? Êàêàÿ ñèëà ïðè ýòîì áóäåò äåéñòâîâàòü íà
êîëüöî?

Ç.Ñèëüíîâ

Ô1981. Ê èñòî÷íèêó ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ (çâóêî-
âîé ãåíåðàòîð) ïîäêëþ÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíàÿ öåïü,
ñîñòîÿùàÿ èç êàòóøêè èíäóêòèâíîñòüþ L = 1 Ãí, êîí-
äåíñàòîðà åìêîñòüþ Ñ = 1 ìêÔ è ðåçèñòîðà ñîïðî-
òèâëåíèåì R. Áóäåì óâåëè÷èâàòü ÷àñòîòó íàïðÿæåíèÿ
èñòî÷íèêà, ñîõðàíÿÿ íåèçìåííîé åãî àìïëèòóäó. Ïðè
êàêèõ óñëîâèÿõ íàïðÿæåíèå, èçìåðåííîå èäåàëüíûì
âîëüòìåòðîì íà âûâîäàõ êîíäåíñàòîðà, áóäåò ïðè óâå-
ëè÷åíèè ÷àñòîòû âíà÷àëå óâåëè÷èâàòüñÿ, à çàòåì óìåíü-
øàòüñÿ? Íà êàêîé ÷àñòîòå íàïðÿæåíèå êîíäåíñàòîðà
îêàæåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïðè R = 100 Îì?

À. Ïîâòîðîâ

Ô1982. Èñòî÷íèê ñâåòà, èìåþùèé î÷åíü ìàëåíüêèå
ðàçìåðû, äâèæåòñÿ âäîëü ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè ñîáè-
ðàþùåé ëèíçû ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, à ëèíçà
äâèæåòñÿ íàâñòðå÷ó åìó ñ íåèçìåííîé ñêîðîñòüþ 2v. Â
íåêîòîðûé ìîìåíò ñêîðîñòü èçîáðàæåíèÿ îêàçàëàñü ïî
âåëè÷èíå ðàâíîé v (âñå òðè ñêîðîñòè çàäàíû îòíîñè-
òåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà). Íàéäèòå óâåëè-
÷åíèå, êîòîðîå äàåò ëèíçà â ýòîò ìîìåíò. Ñ êàêèì
óñêîðåíèåì äâèæåòñÿ â ýòîò ìîìåíò èçîáðàæåíèå?
Èçîáðàæåíèå ïîëó÷àþò íà ýêðàíå, ðàñïîëîæåííîì
ïåðïåíäèêóëÿðíî ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû, ôî-
êóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû F.

À.Ñòàðîâ

÷òî êàæäóþ áåëóþ êëåòêó ìîæíî ïîêðàñèòü â êðàñíûé
èëè çåëåíûé öâåò òàê, ÷òîáû ó êàæäîé ÷åðíîé êëåòêè
ñòàëî ïîðîâíó êðàñíûõ è çåëåíûõ êëåòîê, ñîñåäíèõ ñ
íåé ïî ñòîðîíå.

À.Ãëåáîâ, Ä.Ôîí-Äåð-Ôëààññ

Ì1975. à) Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 100 ïðåäñòàâèòå-
ëåé 50 ñòðàí, ïî äâîå îò êàæäîé ñòðàíû. Äîêàæèòå, ÷òî
èõ ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
â êàæäîé ãðóïïå áûëî ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ îò
êàæäîé ñòðàíû è êàæäûé ÷åëîâåê íàõîäèëñÿ â îäíîé
ãðóïïå íå áîëåå ÷åì ñ îäíèì ñâîèì ñîñåäîì.
á*) Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 100 ïðåäñòàâèòåëåé 25
ñòðàí, ïî 4 ïðåäñòàâèòåëÿ îò êàæäîé. Äîêàæèòå, ÷òî èõ
ìîæíî ðàçáèòü íà 4 ãðóïïû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â
êàæäîé ãðóïïå áûëî ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ îò
êàæäîé ñòðàíû è íèêàêèå äâîå èç îäíîé ãðóïïû íå
ñèäåëè çà ñòîëîì ðÿäîì.

Ñ.Áåðëîâ

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1



Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì1946–Ì1950,
Ô1958–Ô1967

Ì1946. Ïóñòü ÀÂÑ – ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê
(ÀÑ = ÑÂ), ÀÍ è CL – âûñîòû, I – öåíòð âïèñàííîãî
êðóãà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ ÑÍ ñòîðîíû ÀÑ íà
ñòîðîíó ÂÑ ðàâíà ñòîðîíå ÀÂ â òî÷íîñòè åñëè
IH AB� .

Ïóñòü ÑÍ = ÀÂ. Òîãäà èç 
AB AC

HB AL
=  ñëåäóåò

CH AC

HB AL
= . Îòñþäà ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû

CH IC

HB IL
= , à çíà÷èò, IH AB� . Ýòè æå âûêëàäêè,

ïðîâåäåííûå â îáðàòíîì ïîðÿäêå, äîêàçûâàþò è îáðàò-
íîå óòâåðæäåíèå.

À.Ïîëÿíñêèé, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1947. Êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà îêàí÷èâàåòñÿ
íà 3 îäèíàêîâûå íåíóëåâûå öèôðû. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðåäøåñòâóþùàÿ èì öèôðà íå÷åòíà.

Åñëè ÷èñëî 2x  îêàí÷èâàåòñÿ íà cc , ãäå ñ – íåíóëåâàÿ
öèôðà, òî ñ = 4. Â ñàìîì äåëå, â ëþáîì äðóãîì ñëó÷àå
ëèáî ( )2 3 mod4x ∫ , ëèáî ( )2 2 mod4x ∫ ; îäíàêî íè
ïåðâîå, íè âòîðîå íåâîçìîæíî.

Ïóñòü 2 4 210 4 10 44x A a= ◊ + ◊ + , ãäå À, à – íåîòðèöà-
òåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Åñëè à ÷åòíî, òî 4a  äåëèòñÿ íà

4. Îòñþäà ( )
2

11 3 mod4
2

xÊ ˆ
= ∫Á ˜

Ë ¯
… , ÷òî íåâîçìîæíî.

Â.Ñåíäåðîâ

Ì1948. Îêðóæíîñòè 1 2 3, ,S S S  ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóã
äðóãà âíåøíèì îáðàçîì. Îêðóæíîñòè 1S  è 2S  èìåþò
îäèíàêîâûå ðàäèóñû è êàñàþòñÿ â òî÷êå Â. Îêðóæíî-
ñòè 1S  è 3S  êàñàþòñÿ â òî÷êå À. Îêðóæíîñòü 2S
êàñàåòñÿ 3S  â òî÷êå Ñ. Ïðÿìàÿ ÀÂ âòîðè÷íî ïåðåñå-
êàåò 2S  â òî÷êå D. Ïðÿìàÿ DC âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò

3S  â òî÷êå F. Ïðÿìàÿ FA ïåðåñåêàåò âòîðè÷íî 1S
â òî÷êå N. Ïðÿìàÿ ÀÑ âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò 2S  â

òî÷êå L. Äîêàæèòå,
÷òî ÷åòûðåõóãîëü-
íèê DNAL ÿâëÿåòñÿ
ðîìáîì.

Ïóñòü 1 2 3, ,O O O  –
öåíòðû îêðóæíîñòåé

1 2 3, ,S S S  ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî 1 2 3O O OΔ
ðàâíîáåäðåííûé. Ïî-
ýòîìó 2 1 3O O O– =

1 2 3O O O= –  è ÀÂ = ÂÑ, ïîñêîëüêó ðàäèóñû 1S  è 2S
ñîâïàäàþò. Ïóñòü KM åñòü îáùàÿ âíóòðåííÿÿ êàñà-
òåëüíàÿ ê 1S  è 2S  â òî÷êå Â (ñì. ðèñóíîê). Èñïîëüçóÿ
ðàâåíñòâî ðàäèóñîâ 1S  è 2S  è ôîðìóëó äëÿ óãëà

ìåæäó õîðäîé è êàñàòåëüíîé, ïîëó÷èì 
1

2
AB
»

=

1

2
ABM KBD DB

»

= – = – = . Òàêèì îáðàçîì, AB = BD =

= BC è ADCΔ  ïðÿìîóãîëüíûé. Ïîýòîìó ACF– =

90DCL= – = ∞  è AF ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì 3S , à DL

ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì 2S . Òîãäà AN åñòü äèàìåòð 1S  è
AN = DL. Òàê êàê 3 2 2F O CF DCO CDO– = – = – = – ,
òî 2 3DO O F� . Ñëåäîâàòåëüíî, DNAL – ïàðàëëåëîã-
ðàìì. Òàê êàê 1O ABΔ  ðàâíîáåäðåííûé, òî

1NAB O BA– = – =

= 
1

90 90
2

ABM AB
»

∞ - – = ∞ - =

= 
1

90 90
2

BC BDC NDB
»

∞ - = ∞ - – = – .

Ïîýòîìó DNAΔ  ðàâíîáåäðåííûé è NA = ND. Ñëåäî-
âàòåëüíî, DNAL ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì.

È.Ðóäàêîâ

Ì1949. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåí ïðà-
âèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê Ì ñ öåíòðîì (0, 0) è îäíîé èç
âåðøèí (1, 0).
à) Ïóñòü { }1, , nα α…  – ìíîæåñòâî ïðîåêöèé âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà Ì íà îñü Îx. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ìíîãî÷ëåí n-é ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1, , nα α… .
á) Ïóñòü { }1, , mβ β…  – ìíîæåñòâî ïðîåêöèé âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà Ì íà îñü Îy. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ìíîãî÷ëåí m-é ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1, , mβ β… .

Íèæå ( ) ( ), ,n nA x D x…  – ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ëåììà.

( )cos cosnnx A x= ,

( )1

sin
cos

sin
n

nx
B x

x
-

= ,

( )
( )

sin 2 1
cos2

sin
n

n x
C x

x

+
= ,

( ) ( )2 1sin 2 1 sinnn x D x
+

+ = ,

ãäå âî âòîðîì è òðåòüåì ðàâåíñòâàõ ÷èñëî 
x

π
 íå öåëîå.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ ïî èíäóêöèè ñ ïîìî-
ùüþ òîæäåñòâ

( ) ( )cos 2cos cos 1 cos 2kx x k x k x= - - -

è   ( )*

( ) ( )sin 2cos 2 sin 1 sin 4kx x k x k x= - - - .

à) Åñëè Ì – k-óãîëüíèê, òî ëèáî k = 2n – 1, ëèáî k =

= 2n – 2, ãäå 2n ≥ , ëèáî k = 2n – 2, ãäå 3n ≥ .

Ïîñêîëüêó ïðè 2n ≥  èìååì 
( )

( )1

sin 2 1
2 cos

sin
2

n

x
n

C x
x -

-

= ,

òî ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà 
2

cos
2 1

l

n

π
-

, ãäå l = 1, …

..., n – 1, – êîðíè ìíîãî÷ëåíà ( )1nC x
-

.

Àíàëîãè÷íî, ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà cos
1

l

n

π
-

, ãäå

l = 1, …, n – 2, – êîðíè ìíîãî÷ëåíà ( )2nB x
-

 (çäåñü

3n ≥ ).
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Ô1958. Íà òîíêèé ïðÿìîé ñòåðæåíü äëèíîé L = 10 ì
íàñàæåíû N = 20 îäèíàêîâûõ ìàëåíüêèõ áóñèíîê,
êîòîðûå ìîãóò ñêîëüçèòü ïî íåìó áåç òðåíèÿ. Ñêîðî-
ñòè áóñèíîê îäèíàêîâû è ñîñòàâëÿþò v = 2 ì/ñ, à ïðè
ñòîëêíîâåíèÿõ äðóã ñ äðóãîì è ñ êîíöàìè ñòåðæíÿ
ñêîðîñòè áóñèíîê ìåíÿþò íàïðàâëåíèå, îñòàâàÿñü
ïðåæíèìè ïî âåëè÷èíå. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîëîâèíà
áóñèíîê åäåò âïðàâî, ïîëîâèíà – âëåâî. Ñêîëüêî
óäàðîâ áóñèíîê îá óïîðû ñòåðæíÿ ïðîèçîéäåò çà
âðåìÿ Ò = 1 ÷? À ñêîëüêî âñåãî óäàðîâ ïðîèçîéäåò çà
ýòî âðåìÿ ìåæäó áóñèíêàìè?

Ïðè óäàðå äðóã î äðóãà áóñèíêè íå èçìåíÿþò âåëè÷èíó
ñêîðîñòè, à òîëüêî ìåíÿþò åå íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâî-
ïîëîæíîå – êàê áóäòî îíè ïðîëåòàþò äðóã ñêâîçü
äðóãà. Åñëè äî ýòîãî äîäóìàòüñÿ, òî äâèæåíèå áóñèíîê
ñòàíåò ñîâñåì ïðîñòûì – îíè ïðîñòî ëåòàþò áåç ïîìåõ
îò îäíîãî êîíöà ñòåðæíÿ ê äðóãîìó è îáðàòíî.

Îäíà áóñèíêà çà âðåìÿ Ò ïðîëåòèò äëèíó ñòåðæíÿ

2 ì “ 3600 c
720 !=ƒ

10 ì

vT

L

◊
= = .

Óäàðîâ âñåõ áóñèíîê î êîíöû ñòåðæíÿ áóäåò â N ðàç
áîëüøå:

720 20 14400◊ = .

(Êîíå÷íî, òî÷íûé îòâåò çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ðàñïî-
ëîæåíèÿ áóñèíîê, íî çà ÷àñ ðàçíèöà ïîëó÷àåòñÿ íè÷-
òîæíîé.)
Âòîðîé âîïðîñ íåìíîãî ñëîæíåå. Êàæäàÿ áóñèíêà çà
âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ â îäíó ñòîðîíó óäàðèòñÿ ïî ðàçó î
êàæäóþ èç âñåõ îñòàëüíûõ áóñèíîê, çíà÷èò, îíà óäà-
ðèòñÿ î äðóãèå áóñèíêè

( )1
 !=ƒ

N vT

L

-
.

×òîáû ó÷åñòü âñå óäàðû áóñèíîê äðóã î äðóãà, íóæíî
óìíîæèòü ýòî ÷èñëî íà N è ðàçäåëèòü ïîïîëàì – èíà÷å
êàæäûé óäàð áóñèíîê äðóã î äðóãà ìû ïîñ÷èòàåì
äâàæäû (äëÿ îäíîé è äëÿ äðóãîé). Îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷èì

( )1
136800 3ä=!%"

2

N N vT

L

-
= .

À.Áóñèí

Ô1959. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ âäîëü îòðåç-
êà ïðÿìîé, äëèíà êîòîðîãî L = 2 ì. Ñêîðîñòü òî÷êè
â íà÷àëå îòðåçêà 1v 0,2 ì “= , â êîíöå îòðåçêà

2v 0,4 ì “= . Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü âñå âðåìÿ óâå-
ëè÷èâàëàñü, íî óñêîðåíèå íå ïðåâîñõîäèëî

2
0a = 0,1 ì c . Êàêèì ìîãëî áûòü ñðåäíåå óñêîðåíèå

òî÷êè íà ýòîì îòðåçêå?

Ñêîðîñòü íà îòðåçêå âîçðàñòàåò íà 0,2 ì/ñ, íî äëÿ
íàõîæäåíèÿ ñðåäíåãî óñêîðåíèÿ íóæíî çíàòü äëèòåëü-
íîñòü èíòåðâàëà âðåìåíè, çà êîòîðûé óâåëè÷èâàåòñÿ
ñêîðîñòü. À âîò âðåìÿ ïóòåøåñòâèÿ ÿâíî ìîæåò áûòü
ðàçëè÷íûì ïðè ðàçíûõ «ñòðàòåãèÿõ» íàáîðà ñêîðîñòè.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñðåäíåå óñêîðåíèå îêàçàëîñü ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíûì, íóæíî ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàçãîíà,
à äëÿ ýòîãî íóæíà êàê ìîæíî áîëüøàÿ ñðåäíÿÿ ñêî-

Ñëåäîâàòåëüíî,

( )
( ) ( )

( ) ( )

1

2
2

1 C!, 2 1,

1 C!, 2 2.

n

n
n

x C x k n
P x

x B x k n

-

-

- = -Ï
Ô

= Ì
- = -

ÔÓ

á) Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó Ì – k-óãîëüíèê; òîãäà ëèáî k =
= m, ëèáî k = 2m, ëèáî k = 2m – 2. Ïîñêîëüêó m =
= 2t + 1, òî â ñëó÷àÿõ k = m è k = 2m èìååì ( )mQ x =

( )mD x= : ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà sin
2 1

l

t

π
+

,  ãäå

0, 1, ,l t= ± ±… – êîðíè ïîñëåäíåãî ìíîãî÷ëåíà. Åñëè
æå k = 2m – 2 = 4t, òî ìíîæåñòâî ïðîåêöèé âåðøèí
k-óãîëüíèêà íà îñü Oy ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïðîåê-

öèé åãî âåðøèí íà îñü Îx. Îòñþäà ( )mQ x =

( ) ( )2
21 mx B x

-
= - . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

( )

( )

( )

( ) ( )2
2

C!, ,

C!, 2 ,

1 C!, 2 2.

m

m m

m

D x k m

Q x D x k m

x B x k m
-

Ï
=

Ô
Ô

= =Ì

Ô
- = -ÔÓ

Çàìå÷àíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ( ),nA x …

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷àåìûìè ñ ïîìîùüþ òîæ-

äåñòâ ( )*  è ( ) ( )sin 2cos sin 1 sin 2kx x k x k x= - - -  ðå-

êóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè: ( )0 1A x = , ( )1A x x= ,

( ) ( ) ( )1 12n n nA x xA x A x
+ -

= -  ïðè 1n ≥ ; ( )0 1B x = ,

( )1 2B x x= , ( ) ( ) ( )1 12n n nB x xB x B x
+ -

= -  ïðè 1n ≥  è
ò.ä. Ïîäðîáíåå î òàêèõ ìíîãî÷ëåíàõ ìîæíî ïðî÷åñòü â
ñòàòüå Í.Âàñèëüåâà è À.Çåëåâèíñêîãî «Ìíîãî÷ëåíû
×åáûø¸âà è ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ», îïóáëèêî-
âàííîé â «Êâàíòå» ¹1 çà 1982 ãîä.

È.Äîðîôååâ, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1950. Ïðàâèëüíûé âîñüìèóãîëüíèê ëåãêî ðàçðåçàòü
íà ïàðàëëåëîãðàììû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé
âîñüìèóãîëüíèê íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà ïàðàëëåëîãðàì-
ìû ðàâíîé ïëîùàäè.

Ïðèìåðû ïðîñòåéøèõ ðàçðåçàíèé ïðàâèëüíîãî âîñü-
ìèóãîëüíèêà íà ïàðàëëåëîãðàììû ïîêàçàíû íà ðèñóí-
êå. Åñëè ïðèíÿòü ñòîðîíó âîñüìèóãîëüíèêà çà 1, òî â

ýòèõ ïðèìåðàõ ñóììà ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâ-
íà 2, è ýòî íå ñëó÷àéíî. Òàê áóäåò ïðè ëþáîì ðàçðåçà-
íèè, ÷òî ÷èòàòåëü ìîæåò äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî, à
ìîæåò íàéòè ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî â êíèæêå
Â.Â.Ïðîèçâîëîâà «Çàäà÷è íà âûðîñò» (Ïðèëîæåíèå ê
æóðíàëó «Êâàíò» ¹5 çà 2003 ã.).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïëîùàäü ïðàâèëü-
íîãî âîñüìèóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 1 ðàâíà èððàöèî-
íàëüíîìó ÷èñëó.
Ñîïîñòàâèâ ýòè äâà ôàêòà, äåëàåì âûâîä, ÷òî ïëîùàäè
ïàðàëëåëîãðàììîâ, íà êîòîðûå ðàçðåçàí ïðàâèëüíûé
âîñüìèóãîëüíèê, íå ìîãóò áûòü âñå ðàâíûìè.

Â.Ïðîèçâîëîâ



Îáîçíà÷èì íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü íàëåòàþùåãî êóáèêà
v, åãî ìàññó Ì. Òîãäà ïîñëå óäàðà åãî ñêîðîñòü áóäåò
0,1v, à ñêîðîñòü âòîðîãî êóáèêà ñîñòàâèò 0,9v (çàêîí
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà). Ìîæíî òåïåðü âûðàçèòü âûäå-
ëèâøååñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû:

( ) ( )
2 22 22 0,1 0,9

2 2 2

M v M vMv
Q= + + ,

îòêóäà
2

0,18
2

Mv
Q = .

Â óñëîâèè ïðîñÿò íàéòè îòíîøåíèå ýòîãî êîëè÷åñòâà
òåïëîòû ê ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíå ýíåðãèè äåôîðìà-
öèè ïðè óäàðå. Íàéäåì ýòó âåëè÷èíó. Ìàêñèìàëüíàÿ
ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó ñêîðîñ-
òåé òåë â ïðîöåññå óäàðà, èõ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â
ýòîò ìîìåíò ñîñòàâëÿåò 2 4Mv . ßñíî, ÷òî îñòàëüíûå

2 4Mv  êóäà-òî äåëèñü — äåéñòâèòåëüíî, ýíåðãèÿ ïåðå-
øëà â òåïëî, à îñòàëüíàÿ «íåäîñòà÷à» êàê ðàç è åñòü
ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè. Ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ê
ýòîìó ìîìåíòó âûäåëèëàñü ïîëîâèíà ïîäñ÷èòàííîãî
íàìè êîëè÷åñòâà òåïëîòû (òåïëî âûäåëÿåòñÿ êàê ïðè
ñæàòèè, òàê è ïðè ðàñòÿæåíèè ìÿãêîãî êóáèêà). Òîãäà
áàëàíñ ýíåðãèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

2 2

ä�-

1

2 4 2

Mv Mv
Q W= + + .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

( )
2 2

ä�- 0,5 0,09 0,41
2 2

Mv Mv
W = - = .

Òåïåðü íàõîäèì èñêîìîå îòíîøåíèå:

ä�-

0,18 18
0,44

0,41 41

Q

W
= = ª .

À.Ïîâòîðîâ

Ô1962. Íà ñëîæåííûõ âìåñòå äâóõ íèòÿõ äëèíîé L
êàæäàÿ ïîäâåøåíî òåëî ìàññîé Ì (ðèñ.1). Íà ðàññòî-
ÿíèè L/3 îò âåðõíåãî êîíöà ìåæäó íèòÿìè âñòàâèëè
î÷åíü ëåãêóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ðàñïîðêó îáùåé äëèíîé
d, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ñîåäèíåííûõ òîðöàìè ïîëîâè-
íîê. Íàéäèòå ñèëó, ñ êîòîðîé îäíà ïîëîâèíêà ðàñïîð-
êè äåéñòâóåò íà äðóãóþ.

Äëÿ ìàëåíüêîãî êóñî÷êà íèòè, ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ñ
ðàñïîðêîé, ñóììà ñèë ñî ñòîðîíû ðàñïîðêè è ñîñåäíèõ
ó÷àñòêîâ íèòè ðàâíà íóëþ (ðèñ.2):

1 2sin sin 0F T Tα β- - = ,

1 2cos cos 0T Tα β- = .

ðîñòü. Ñïîñîá ïîíÿòåí – ïî âîçìîæíîñòè áûñòðåå
íàáðàòü ñêîðîñòü 

2
v =  0,4 ì/ñ (íó, ïî÷òè òàêóþ

ñêîðîñòü, ÷òîáû äàëüøå îíà âñå æå óâåëè÷èâàëàñü –
ýòî òðåáóåò óñëîâèå çàäà÷è). Âðåìÿ äâèæåíèÿ ïðè
ýòîì áóäåò ðàâíî âðåìåíè ðàçãîíà ñ óñêîðåíèåì

2
0 0,1 ì “a =  ïëþñ âðåìÿ ïðîõîäà îñòàòêà ïóòè ñî

ñêîðîñòüþ 2v . Âðåìÿ ðàçãîíà ñîñòàâëÿåò 2 ñ, çà êîòî-
ðûå òî÷êà ïðîéäåò 0,6 ì è îñòàíåòñÿ ïðîéòè 1,4 ì.
Ïðè ñêîðîñòè òî÷êè 0,4 ì/ñ ýòî ïîòðåáóåò åùå 3,5 ñ.
Âñåãî áóäåò 5,5 ñ. Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ñðåäíåå
óñêîðåíèå ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ñîñòàâèò

20,2 ì “
0,0364 ì “

5,5 “
= .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñðåäíåãî óñêîðåíèÿ íóæíî
ïîñòàðàòüñÿ ñäåëàòü âðåìÿ ïóòåøåñòâèÿ ïîáîëüøå –
ïðèáåðå÷ü ðàçãîí íàïîñëåäîê, à âåñü âîçìîæíûé êóñîê
ïóòè äâèãàòüñÿ ñ ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ. Ðàñ÷åò ïðî-
ñòîé – âðåìÿ ðàçãîíà òå æå 2 ñ, ïóòü çà âðåìÿ ðàçãîíà
òå æå 0,6 ì. Âðåìÿ äâèæåíèÿ ñîñòàâèò 1,4 ì : 0,2 ì/ñ +
+ 2 ñ = 9 ñ. Ñðåäíåå óñêîðåíèå ïðè ýòîì áóäåò ðàâíî

20,2 ì “
0,0222 ì “

9 “
= .

Èòàê, ñðåäíåå óñêîðåíèå ìîæåò áûòü â ïðåäåëàõ îò
20,0222 ì “  äî 20,0364 ì “ . Íè÷åãî áîëåå îïðåäå-

ëåííîãî òóò ñêàçàòü íåëüçÿ.
À.Ïðîñòîâ

Ô1960. Òóìàí ñîñòîèò èç îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ìåëü-
÷àéøèõ êàïåëåê âîäû, íåïîäâèæíî âèñÿùèõ â âîçäóõå.
Ìàññà êàïåëåê â 1 ë âîçäóõà ñîñòàâëÿåò 1 ã (ñðåäíÿÿ
ïëîòíîñòü òóìàíà ïîëó÷àåòñÿ â 1000 ðàç ìåíüøå
ïëîòíîñòè âîäû). Ìàëåíüêàÿ êàïëÿ âîäû íà÷èíàåò
ïàäàòü íà çåìëþ ñ âûñîòû 5 ì, «âïèòûâàÿ» âñòðå-
÷åííûå êàïåëüêè. Ñ÷èòàÿ, ÷òî êàïëÿ ñîõðàíÿåò ôîð-
ìó øàðèêà, íàéäèòå åå äèàìåòð ïåðåä ïàäåíèåì íà
çåìëþ.

Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò êàïåëüêà èìååò ðàäèóñ r è
ïðîõîäèò ïî âåðòèêàëè î÷åíü ìàëåíüêèé îòðåçîê ïóòè

hΔ . Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàäèóñ êàïåëüêè èçìåíèëñÿ ñîâñåì
íåìíîãî, çàïèøåì åå ïðèðàùåíèå ìàññû:

2 2
2 "

4m r h r rΔ ρ π Δ ρ π Δ= = ◊ ,

îòêóäà íàéäåì
2

"
4

r h
ρ

Δ Δ
ρ

= .

Ïîñêîëüêó íà÷àëüíûé ðàäèóñ êàïëè ìàë, åå äèàìåòð
ïåðåä ïàäåíèåì íà çåìëþ áóäåò ðàâåí

2

"

2 2,5 ìì
4

d H
ρ
ρ

= = .

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1961. Íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå ëåæèò
òâåðäûé êóáèê. Íà íåãî íàëåòàåò ìÿãêèé, äîâîëüíî
óïðóãèé êóáèê òàêîé æå ìàññû, è ìåæäó íèìè ïðîèñ-
õîäèò ëîáîâîé óäàð. Ñêîðîñòü ìÿãêîãî êóáèêà ïîñëå
óäàðà óìåíüøèëàñü â 10 ðàç. Êàêàÿ ÷àñòü ìàêñèìàëü-
íîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè ïåðåøëà â òåïëî ïðè ýòîì
óäàðå? Ñ÷èòàéòå, ÷òî âñå òåïëî âûäåëÿåòñÿ â ìÿã-
êîì êóáèêå ïðè åãî äåôîðìèðîâàíèè.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 19



Ê Â À Í T · 2 0 0 5 / ¹ 520

Äëÿ ïîäâåøåííîãî òåëà ìîæíî çàïèñàòü

22 cosT Mgβ = .

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé,

2 3
tg

3 2

d d

L L
α = = , 

3
tg

4

d

L
β = .

Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì èñêî-
ìóþ ñèëó:

9

8

d
F Mg

L
= .

À.Çèëüáåðìàí

Ô1963. Íà ðV-äèàãðàììå èçîáðàæåí çàìêíóòûé ïðî-
öåññ (ðèñ.1). Êðèâàÿ – ýòî äóãà îêðóæíîñòè, ïðÿìàÿ

âåðòèêàëüíà è ñîîòâåòñòâóåò
îõëàæäåíèþ ãàçà ïðè ïîñòîÿí-
íîì îáúåìå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ýòîò
ïðîöåññ ïðîâîäÿò ñ ïîðöèåé ãå-
ëèÿ, íàéäèòå ÊÏÄ ïîëó÷èâøåé-
ñÿ òåïëîâîé ìàøèíû. Îòíîøå-
íèå ìàêñèìàëüíîãî äàâëåíèÿ ê
ìèíèìàëüíîìó â ýòîì öèêëå ðàâ-
íî 5, à ìèíèìàëüíûé îáúåì ñî-
ñòàâëÿåò 0,9 îò ìàêñèìàëüíîãî.

Ãàç ïîëó÷àåò òåïëî íà äóãå îê-
ðóæíîñòè è îòäàåò åãî íà ïðÿìîé. Äëÿ ðàñ÷åòà ÊÏÄ
öèêëà íóæíî íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ ñåãìåíòîì
(ðèñ.2). Ïîñ÷èòàåì ýòó ïëîùàäü â «êëåòî÷êàõ» – äëÿ
ðàñ÷åòà îòíîøåíèé ýòî âïîëíå äîïóñòèìî. Â íàøèõ

îáîçíà÷åíèÿõ ïëîùàäü êëåòêè ðàâíà 0 00,2 0,2p V◊ .
Ïîñ÷èòàåì ðàäèóñ äóãè:

( )
2 2 20,5 2l l- + = , 2 20,25 4l l l- + + = , l = 4,25

è íàéäåì óãîë α :
2

arcsin 0,49 !=ä
4,25

α = ª .

Ïëîùàäü ñåãìåíòà ðàâíà ðàçíîñòè ïëîùàäè ñåêòîðà è
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà:

( )2
“�ã “�* 2!

2 1
4 0,5

2 2
S S S l l

α π
π

= - = - ◊ - =

= 2 2 1 8,85 8,5 1 1,35l lα - + ª - + ª .

Ðàáîòà â ýòîì öèêëå ðàâíà

0 01,35 0,04A p V= ◊ .

Êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ïîëó÷åííîå îò íàãðåâàòåëÿ, ñî-
ñòàâëÿåò

( )… 2 1

3

2
Q A U A R T TΔ ν= + = + ◊ - =

= ( )0 0 0 0

3
0,2

2
A p V p V+ - =

= 0 0 0 0 0 01,35 0,04 1,2 1,254p V p V p V◊ + = .

Òîãäà òåðìîäèíàìè÷åñêèé ÊÏÄ öèêëà áóäåò ðàâåí

0 0

… 0 0

1,35 0,04
0,043 4,3%

1,254

p VA

Q p V
η

◊
= = ª = .

Ç.Öèêëîâ

Ô1964. Òðè áîëüøèå ïðîâîäÿùèå ïëàñòèíû ïëîùà-
äüþ 2S 2 ì=  êàæäàÿ ðàñïîëîæåíû ïàðàëëåëüíî äðóã
äðóãó, ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ïëàñòèíàìè d =
= 1 ñì. Íà îäíó èç êðàéíèõ ïëàñòèí ïîìåùåí çàðÿä
Q = 1 ìêÊë, íà âòîðóþ, ñðåäíþþ, ïëàñòèíó – çàðÿä
2Q, íà òðåòüþ ïëàñòèíó – çàðÿä –3Q. Ìåæäó ïåð-
âîé è âòîðîé ïëàñòèíàìè ïîäêëþ÷àþò ðåçèñòîð
ñîïðîòèâëåíèåì r  = 100 Îì. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì
ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì R = 100 êÎì ïîäêëþ÷à-
þò ìåæäó ïåðâîé è òðåòüåé ïëàñòèíàìè. Íàéäèòå
êîëè÷åñòâî òåïëîòû, êîòîðîå
âûäåëèòñÿ â êàæäîì èç ðåçèñòî-
ðîâ.

Ïðè òàêîì áîëüøîì îòíîøåíèè
ñîïðîòèâëåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ïåðåðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ ìåæ-
äó ëåâîé è ñðåäíåé ïëàñòèíàìè
(ñì. ðèñóíîê) ïðîèñõîäèò î÷åíü
áûñòðî – çà ýòî âðåìÿ ïî ðåçèñòî-
ðó ñîïðîòèâëåíèåì R çàðÿä ïðàê-
òè÷åñêè íå ïåðåòåêàåò. ßñíî, ÷òî
âåñü çàðÿä Q ïåðåòå÷åò íà ñðåä-
íþþ ïëàñòèíó. Íà÷àëüíàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæ-
äó ýòèìè ïëàñòèíàìè ðàâíà
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Êîëè÷åñòâî òåïëîòû, êîòîðîå ïðè ýòîì âûäåëèòñÿ â
ðåçèñòîðå ñîïðîòèâëåíèåì r, ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå
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óæå ïåðåòåêøåãî çàðÿäà ëèíåéíàÿ).
Âòîðàÿ ÷àñòü ðàñ÷åòà ñîâñåì ïðîñòàÿ – ïîëó÷àåòñÿ
îáû÷íûé êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ ñ çàðÿäàìè îáêëàäîê
3Q è –3Q. Òåïëî ïðè ýòîì âûäåëèòñÿ â ðåçèñòîðå
ñîïðîòèâëåíèåì R:
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À.Ïîâòîðîâ

Ô1965. Ê áàòàðåéêå ïîäêëþ÷åíû òðè âîëüòìåòðà,
ñîåäèíåííûå ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïîêàçàíèÿ âîëüòìåò-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



ðîâ ñîñòàâëÿþò ïðè ýòîì 0,5 Â, 1 Â è 2 Â (äîëæíî
áûòü, ðàçíûå ïîïàëèñü âîëüòìåòðû). Èçìåíèì ñî-
åäèíåíèå – ïîäêëþ÷èì òåïåðü äâà âîëüòìåòðà ïàðàë-
ëåëüíî, ê íèì ïðèñîåäèíèì ïîñëåäîâàòåëüíî òðåòèé
âîëüòìåòð, à ê âûâîäàì âñåé öåïè ïîäêëþ÷èì áàòà-
ðåéêó. Îêàçàëîñü, ÷òî îäèí èç âîëüòìåòðîâ ïðè
òàêîì ïåðåêëþ÷åíèè ñâîè ïîêàçàíèÿ íå èçìåíèë. ×òî
ïîêàçûâàþò îñòàëüíûå äâà âîëüòìåòðà? Íàïðÿæå-
íèå áàòàðåéêè ñ÷èòàòü íåèçìåííûì.

Îáîçíà÷èì ñèëó òîêà â öåïè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì
ñîåäèíåíèè ïðèáîðîâ ÷åðåç I. Ñîïðîòèâëåíèÿ âîëüò-
ìåòðîâ îòíîñÿòñÿ êàê 0,5 : 1 : 2, íàïðÿæåíèå áàòàðåéêè
ñîñòàâëÿåò 0,5 Â + 1 Â + 2 Â = 3,5 Â.
Ïðè ïåðåêëþ÷åíèè òîê â öåïè ÿâíî èçìåíèëñÿ, ïîýòîìó
îñòàòüñÿ ïðåæíèìè ìîãëè òîëüêî ïîêàçàíèÿ îäíîãî èç
ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ ïðèáîðîâ. Ïðîàíàëèçèðóåì
âîçìîæíîñòè.
Ïóñòü ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåíû âîëüòìåòðû, ïîêàçûâà-
þùèå 0,5 Â è 1 Â, è ïîêàçàíèÿ ïåðâîãî îñòàëèñü
ðàâíûìè 0,5 Â. Âòîðîé âîëüòìåòð ïðè ýòîì òîæå
ïîêàçûâàåò 0,5 Â, ÷åðåç ïåðâûé âîëüòìåòð òå÷åò òîê I,
÷åðåç âòîðîé 0,5I, ñóììàðíûé òîê òå÷åò ÷åðåç òðåòèé
âîëüòìåòð, è îí ïîêàçûâàåò 2 1,5 B 3 B◊ = . Â ñóììå
0,5 Â è 3 Â äàþò êàê ðàç 3,5 Â – íàïðÿæåíèå áàòàðåéêè.
Èòàê, ìû íàøëè ïîäõîäÿùèé âàðèàíò. Îñòàëîñü ïðî-
âåðèòü – íåò ëè äðóãèõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ.
Ïðîâåðèì âîëüòìåòð «1 Â».  Ïàðàëëåëüíî åìó ìîæåò
áûòü ïîäêëþ÷åí âîëüòìåòð «2 Â», ÷åðåç íåãî òå÷åò òîê
I/2, ñóììàðíûé òîê ñîñòàâëÿåò 1,5I, è ñóììà ïîêàçà-
íèé ïîëó÷àåòñÿ 1 B 1,5 0,5 B 1,75 B+ ◊ =  – íå ïîäõî-
äèò. Ïðîâåðèì âîëüòìåòð «2 Â» ñ ïàðàëëåëüíûì ïîä-
êëþ÷åíèåì «1 Â»: òîê 3I, íàïðÿæåíèå 2 B 3 0,5 B+ ◊ =

3,5 B=  – ïîäõîäèò. Ïîñëåäíÿÿ âîçìîæíàÿ ñõåìà ñ
ïàðàëëåëüíûì ïîäêëþ÷åíèåì âîëüòìåòðîâ «2 Â» è
«0,5 Â» íå ïîäõîäèò.
Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè öåëûõ äâà âîçìîæíûõ
âàðèàíòà.

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô1966. Â ýêîíîìè÷íîì ñîâðåìåííîì ôîíàðèêå (âìåñ-
òî ëàìïî÷êè òàì èñïîëüçóåòñÿ î÷åíü ÿðêèé ñâåòîäè-
îä) ïðèìåíÿþò íàêîïèòåëü ýíåðãèè – êîíäåíñàòîð
áîëüøîé åìêîñòè 0,1 Ô (ýòî íå øóòêà, òàêèå êîíäåí-
ñàòîðû âûïóñêàþò óæå áîëüøå 30 ëåò, â ïîñëåäíèå
ãîäû îíè ñèëüíî ïîäåøåâåëè). À «íàêà÷èâàþò» åãî
ýíåðãèåé, âñòðÿõèâàÿ ôîíàðèê – ïðè ýòîì öèëèíäðè-
÷åñêèé ìàãíèò äëèíîé 2 ñì è äèàìåòðîì 1 ñì ïðîñêà-
êèâàåò òî â îäíó, òî â äðóãóþ ñòîðîíó ÷åðåç êàòóø-
êó, ñîäåðæàùóþ 1000 âèòêîâ è íàìîòàííóþ â 10 ñëîåâ
íà äëèíå 2 ñì. Äëèíà òðóáêè, â êîòîðîé äâèæåòñÿ
ìàãíèò, ðàâíà 7 ñì, íà êîíöàõ òðóáêè ñäåëàíû ýëà-
ñòè÷íûå óïîðû – ìàãíèò ïðè óäàðå î òàêîé óïîð
îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ñ÷èòàÿ ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ ïîëÿ
ó òîðöà ìàãíèòà ðàâíîé 0,2 Òë, îöåíèòå âðåìÿ, çà
êîòîðîå ìîæíî çàðÿäèòü êîíäåíñàòîð äî íàïðÿæåíèÿ
3 Â. ×òîáû êîíäåíñàòîð íå ðàçðÿæàëñÿ ÷åðåç êà-
òóøêó, åãî ïîäêëþ÷àþò ÷åðåç äèîä.

Ïîëå òàêîãî êîðîòêîãî ìàãíèòà áûñòðî ñïàäàåò ïðè
óäàëåíèè îò åãî òîðöà – ìàãíèòíûé ïîòîê Φ  ïðè
«ïðîñêîêå» ìåíÿåòñÿ î÷åíü áûñòðî, è ÝÄÑ èíäóêöèè

E  îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøå íàïðÿæåíèÿ, äî
êîòîðîãî çàðÿæàåòñÿ êîíäåíñàòîð. Òîãäà ìîæíî çàïè-
ñàòü

I
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ª
E

,

ãäå R – ñîïðîòèâëåíèå öåïè. Çàðÿä, ïðîøåäøèé ïî
öåïè, ðàâåí
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Íà ïóòè â îäíó ñòîðîíó êîíäåíñàòîð çàðÿæàåòñÿ íà
ó÷àñòêàõ àá è äå (äèîä!), íà îáðàòíîì ïóòè – íà
ó÷àñòêàõ äã è âá (ñì. ðèñóíîê). Îöåíèì ñîïðîòèâëå-
íèå: 100 âèòêîâ íà äëèíå íàìîòêè 2 ñì (1000 âèòêîâ, 10
ñëîåâ) äàþò äèàìåòð ïðîâîäà 0,2 ìì, ñ ó÷åòîì èçîëÿöèè

– ïðèìåðíî 0,15 ìì. Äëèíà íàìîòêè ñîñòàâëÿåò ïðè-
áëèçèòåëüíî 50 ì. Òîãäà ñîïðîòèâëåíèå ìåäíîãî ïðîâî-
äà êàòóøêè áóäåò

50 nìR ª .

Çàðÿä çà îäèí ïðîõîä ìàãíèòà ðàâåí
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Ïðè çàðÿäå êîíäåíñàòîðà 0 0 0,3 jëQ CU= ª  íóæíî
«òðÿõíóòü» ôîíàðèê ïðèìåðíî 1000 ðàç. Åñëè òðÿñòè
òóäà-îáðàòíî 5 ðàç â ñåêóíäó (âïîëíå ðåàëüíî), ïîòðå-
áóåòñÿ

100 ct ª .

Ïðèìåðíî òàê è ïîëó÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå!
Ñ.Ôîíàðåâ

Ô1967. Ê çâóêîâîìó ãåíåðàòîðó ïîäêëþ÷àþò ïîñëå-
äîâàòåëüíî ñîåäèíåííûå êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ =
= 1 ìêÔ è êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ L = 1 Ãí.
×àñòîòó ãåíåðàòîðà ìåíÿþò, èçìåðÿÿ ïðè ýòîì
íàïðÿæåíèå íà êàòóøêå âîëüòìåòðîì, èìåþùèì ñî-
ïðîòèâëåíèå R = 20 êÎì. Íà êàêîé ÷àñòîòå ïîêàçà-
íèÿ âîëüòìåòðà áóäóò íàèáîëüøèìè? Íàéäèòå ìàê-
ñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå, êîòîðîå ïîêàæåò âîëüòìåòð.
Íàïðÿæåíèå ãåíåðàòîðà âñå âðåìÿ ðàâíî 0U =  1 Â
(ýôôåêòèâíîå çíà÷åíèå). À ÷òî áóäåò, åñëè âîëüò-
ìåòð ïåðåêëþ÷èòü è èçìåðÿòü íàïðÿæåíèå íà êîíäåí-
ñàòîðå? Êàòóøêó è êîíäåíñàòîð ñ÷èòàòü èäåàëüíû-
ìè, ñîïðîòèâëåíèåì ïðîâîäîâ è âíóòðåííèì ñîïðî-
òèâëåíèåì ãåíåðàòîðà ïðåíåáðå÷ü.

Åñëè áû âîëüòìåòð èìåë î÷åíü áîëüøîå ñîïðîòèâëåíèå,
òî ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå (î÷åíü áîëüøîå!) ïîëó-
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Ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå, èçìåðåííîå íà êîíäåíñà-
òîðå, áóäåò òàêèì æå, íî íà ÷àñòîòå ÷óòü ìåíüøåé

0ω .
Ç.Ðàôàèëîâ

Êàðëîâ óíèâåðñèòåò

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 14)

øèñü, ôàêòè÷åñêè çàøëî â òóïèê. Ñóäüè òðåáîâàëè
ïðèçíàòåëüíîãî ðàñêàÿíèÿ, àïåëëèðóÿ ê àâòîðèòåòó
ñîáîðà, Ãóñ çàÿâëÿë î ñâîåé íåâèíîâíîñòè, àïåëëèðóÿ
ê Áèáëèè. Ïðîöåññ çàâåðøèëñÿ 6 èþëÿ 1415 ãîäà
ñîææåíèåì ðåôîðìàòîðà, êîòîðîå âçáóäîðàæèëî âñþ
×åõèþ. Âîîðóæåííîå âîññòàíèå ãóñèòîâ, êàê èçâåñòíî,
çàâåðøèëîñü èõ ïîðàæåíèåì, ÷òî ïðèâåëî ê çàêðûòèþ
âñåõ, êðîìå ôèëîñîôñêîãî, ôàêóëüòåòîâ Ïðàæñêîãî
óíèâåðñèòåòà. Êîíòðîëü íàä óíèâåðñèòåòîì ïîëó÷èëè
èåçóèòû, êîòîðûå â ðàçðóøåííîì äîìèíèêàíñêîì ìî-
íàñòûðå íà áàçå ÷àñîâíè Ñâ. Êëèìåíòà îñíîâàëè íîâîå
ó÷åáíîå çàâåäåíèå — Êëèìåíòèíóì.

Â ñðåäíèå âåêà Ïðàãà è Êàðëîâ óíèâåðñèòåò îêàçà-
ëèñü âûòåñíåííûìè íà îáî÷èíó åâðîïåéñêîé êóëüòóðû,
à ×åõèÿ ñòàëà îäíîé èç ïðîâèíöèé Àâñòðî-Âåíãåðñêîé
èìïåðèè. Ïîñëå 1620 ãîäà Êàðîëèíóì ñòàë íàçûâàòüñÿ

óíèâåðñèòåòîì Êàðëà-Ôåðäèíàíäà. È âñå-òàêè ýòî áûë
÷åøñêèé óíèâåðñèòåò, ïîäòâåðæäàâøèé ïðåòåíçèè ÷å-
õîâ íà êóëüòóðíóþ ñàìîñòîÿòåëüíîñòü. Ïðåïîäàâàíèå â
íåì âåëîñü, îäíàêî, íà íåìåöêîì ÿçûêå. ×åøñêèé ÿçûê
çàçâó÷àë â àóäèòîðèÿõ ëèøü â 1882 ãîäó, êîãäà Êàðëîâ
óíèâåðñèòåò áûë ðàçäåëåí íà äâà – íåìåöêîå è ÷åøñêîå
– îòäåëåíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ Êàðëîâ óíèâåðñèòåò ïîëüçóåòñÿ
ðåïóòàöèåé îäíîãî èç ñèëüíåéøèõ â ìèðå. Íà åãî
ìíîãî÷èñëåííûõ ôàêóëüòåòàõ, ðàñïîëîæåííûõ íå òîëü-
êî â Ïðàãå, íî è â äðóãèõ ÷åøñêèõ ãîðîäàõ, îáó÷àåòñÿ
áîëåå ñîðîêà òûñÿ÷ ñòóäåíòîâ. Ñòðóêòóðà Êàðëîâà
óíèâåðñèòåòà ñëîæíà è îõâàòûâàåò ïðàêòè÷åñêè âñå
íàïðàâëåíèÿ ñîâðåìåííîãî âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ. È ïî
ñåé äåíü Êàðîëèíóì çàíèìàåò îäíî èç ñòàðèííûõ
ãîòè÷åñêèõ çäàíèé Ïðàãè — Êàðëîâ êîëëåäæ âòîðîé
ïîëîâèíû XIV âåêà. Î òåõ âðåìåíàõ íàïîìèíàåò áîëü-
øîé çàë ñ ýðêåðîì áûâøåé ÷àñîâíè è ãîòè÷åñêèå
àðêàäû íà ïåðâîì ýòàæå. Âî äâîðå Êàðîëèíóìà óñòà-
íîâëåíà ñêóëüïòóðà ðåêòîðà ßíà Ãóñà.
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Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8
êëàññîâ.

1. Â îäíîì ìàãàçèíå ïðîäàâàëèñü àíãëèéñêèå áóêâû
äëÿ íîìåðîâ äîìîâ. Îäèíàêîâûå áóêâû ñòîÿò îäèíàêî-
âî, à ðàçíûå èìåþò ðàçëè÷íûå öåíû.
Èçâåñòíî, ÷òî ñëîâî ONE ñòîèò $6, ñëîâî TWO ñòîèò $9,
à ñëîâî ELEVEN ñòîèò $16. Ñêîëüêî ñòîèò ñëîâî TWELVE?

Ã.Ãàëüïåðèí

2. Â êóáè÷åñêîé êîðîáêå ëåæàò íåñêîëüêî øàðîâ. Íà
êàæäîé k-é ãðàíè êîðîáêè (k = 1, 2, …, 6) íàïèñàíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: «Â ýòîé êîðîáêå íàõîäèòñÿ
áîëüøå 10 + k øàðîâ» (âñåãî 6 óòâåðæäåíèé). Êîðîáêó
îòêðûëè, è øàðû ïåðåñ÷èòàëè. Îêàçàëîñü, ÷òî ÷èñëî
âåðíûõ óòâåðæäåíèé ðàâíî ÷èñëó íåâåðíûõ. Ñêîëüêî
øàðîâ áûëî â êîðîáêå?

Ã.Ãàëüïåðèí

3. Ìîãóò ëè âûñîòà, ìåäèàíà è áèññåêòðèñà, ïðîâå-
äåííûå èç ðàçíûõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà, ïåðåñåêàÿñü
âíóòðè ýòîãî òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàòü ïðàâèëüíûé
òðåóãîëüíèê?

Ì.Àêóêîâ

4. Ìîæíî ëè, èñïîëüçóÿ ïî îäíîìó ðàçó êàæäóþ èç
öèôð îò 1 äî 9, ñîñòàâèòü ÷èñëî, îáëàäàþùåå ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè:
åñëè âû÷åðêíóòü äâîéêó, îíî ïîäåëèòñÿ íà 2;
åñëè âû÷åðêíóòü òðîéêó, îíî ïîäåëèòñÿ íà 3;
åñëè âû÷åðêíóòü ÷åòâåðêó, îíî ïîäåëèòñÿ íà 4;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
åñëè âû÷åðêíóòü äåâÿòêó, îíî ïîäåëèòñÿ íà 9?
À ìîæíî ëè ñäåëàòü òî æå ñàìîå, èñïîëüçóÿ êàæäóþ èç
öèôð îò 0 äî 9?

È.Àêóëè÷

5.Ñêó÷àÿ â îòñóòñòâèå ïîêóïàòåëåé, ïðîäàâåö ðàñïî-
ëîæèë íàáîð èç ñòà ãèðåê ìàññàìè 1, 2, 3, ..., 100
ãðàììîâ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå: …

1 2 3 100
, , , ,m m m m .

Íî òóò ïîÿâèëñÿ ïîêóïàòåëü è çàÿâèë, ÷òî ãèðüêè
ìàññàìè - - - -…

1 2 3 100
1 , 2 , 3 , , 100m m m m  ãðàì-

ìîâ ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà äâóõ ÷àøàõ âåñîâ òàê, ÷òî
âåñû îêàæóòñÿ â ðàâíîâåñèè. Ïðîäàâåö íå ïîâåðèë, íî
ïîêóïàòåëü ñóìåë ýòî äîêàçàòü, íå ïðèáåãàÿ ê âçâåøè-
âàíèÿì. Äîêàæèòå è âû.

Â.Ïðîèçâîëîâ
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Ìû ïðîäîëæàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ó÷àùèõñÿ 6–8
êëàññîâ. Ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñûëàéòå â òå÷åíèå ìåñÿöà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòîãî íîìåðà æóðíàëà ïî
àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò» (ñ ïîìåòêîé «Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà
6–8»). Íå çàáóäüòå óêàçàòü èìÿ, êëàññ è äîìàøíèé àäðåñ.

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå òîëüêî îòäåëüíûõ øêîëüíèêîâ, íî è
ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ. Ðóêîâîäèòåëåé êðóæêîâ ïðîñèì óêàçàòü ýëåêòðîííûé àäðåñ èëè êîíòàêò-
íûé òåëåôîí. Ïî òðàäèöèè, êðóæêè-ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî êîíêóðñà ïðèãëàøàþòñÿ íà ôèíàëüíûé
î÷íûé òóðíèð.

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

«Ìàòåìàòèêà 6–8»

Îá îäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì
ñëó÷àå
Ñ . ÄÂÎÐßÍÈÍÎÂ

6. Äåñÿòü àáñîëþòíî îäèíàêîâûõ ïî âíåøíåìó âèäó
ìîíåò ðàñïîëîæåíû â óçëàõ ïÿòèêîíå÷íîé çâåçäû.

Èçâåñòíî, ÷òî 2 èç íèõ ôàëü-
øèâûå, ïðè÷åì îíè ñîñåä-
ñòâóþò äðóã ñ äðóãîì. Ñîñå-
äÿìè ñ÷èòàþòñÿ ìîíåòû, ñî-
åäèíåííûå íà ðèñóíêå îò-
ðåçêîì. Ìîæíî ëè çà 3 âçâå-
øèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âå-
ñàõ áåç ãèðü îáíàðóæèòü
ìåñòîïîëîæåíèå ôàëüøè-
âûõ ìîíåò, åñëè èçâåñòíî,
÷òî âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû

âåñÿò îäèíàêîâî, âñå ôàëüøèâûå ìîíåòû âåñÿò îäèíà-
êîâî è âåñ ôàëüøèâîé ìîíåòû áîëüøå âåñà íàñòîÿùåé
ìîíåòû?

È.Íèêîëàåâà

7. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà À è Â  òàêîâû, ÷òî äðîáè

+

-

2

2

A B

A B
 è 

+

-

2

2

A B

A B
 ñîêðàòèìû. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü,

÷òî äðîáü 
A

B
 òàêæå ñîêðàòèìà?

Ä.Êàëèíèí

8. Ëó÷ ñâåòà, íàïðàâëåííûé èç âåðøèíû êâàäðàòà,
îòðàçèâøèñü 2005 ðàç îò åãî ñòåíîê ïî çàêîíó «óãîë
ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ», çàêàí÷èâàåò ñâîé ïóòü
â äðóãîé âåðøèíå êâàäðàòà. Êàêîå íàèìåíüøåå ðàññòî-
ÿíèå ìîæåò ïðîéòè ïðè ýòîì ëó÷, åñëè äëèíà ñòîðîíû
êâàäðàòà ðàâíà 1?

À.Ðÿõîâñêèé

9. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ìîæíî âûïèñàòü â ñòðîêó
ñëåâà íàïðàâî âñå ÷èñëà îò 1 äî n â òàêîì ïîðÿäêå,
÷òîáû êàæäîå ÷èñëî, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, áûëî äåëè-
òåëåì ñóììû âñåõ ÷èñåë, ðàñïîëîæåííûõ ëåâåå åãî?

È.Àêóëè÷

10. à) Èçâåñòíî, ÷òî èç êîìïëåêòà äîìèíî (28 êîñòåé)
ìîæíî óáðàòü n êîñòåé òàê, ÷òî îñòàâøèåñÿ íåëüçÿ
áóäåò âûëîæèòü â îäèí ðÿä. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî åñëè
èç êîìïëåêòà äîìèíî óáðàòü ëþáûå n – 1 êîñòåé, òî
îñòàâøèåñÿ âñåãäà ìîæíî áóäåò âûëîæèòü â îäèí ðÿä.
Îïðåäåëèòå ÷èñëî n.

á) Èç êîìïëåêòà äîìèíî íàóãàä óáðàëè n êîñòåé, ãäå
÷èñëî n îïðåäåëåíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Îñòàâøèåñÿ
êîñòè ëèáî ìîæíî âûëîæèòü â îäèí ðÿä, ëèáî íåëüçÿ.
Êàêîé èñõîä èìååò áîëüøå øàíñîâ?

À.Ìàëååâ

Î çàäà÷å,  ðåøåíèå  êîòîðîé  ìîæíî óâèäåòü
íà  íåáå

Ñåé÷àñ ïîðà ïåðåéòè ê àíàëèçó ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè íàøåé çàäà÷è î ëåñòíèöå ñ âåðåâêîé.

Óæå äàâíî çàìå÷åíî, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ ïðèìåíè-

ìîñòü ìàòåìàòèêè ê ðàçíûì îáëàñòÿì çíàíèé ñâÿçà-
íà ñ óíèâåðñàëüíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Íà-
ïðèìåð, îäíî è òî æå óðàâíåíèå ìîæåò îïèñûâàòü
ÿâëåíèÿ è ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ, â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ, â æèâûõ îðãàíèç-
ìàõ, â ýêîíîìèêå.

Ðàññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó:Ïðîäîëæåíèå. Íà÷àëî ñì. â «Êâàíòå» ¹4.



Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåí áåëûé êðóã. Èç áóìàãè
âûðåçàëè ñèíèé êðóã è íàëîæèëè åãî íà áåëûé êðóã.
Êàêàÿ ÷àñòü áåëîãî êðóãà îñòàíåòñÿ âèäèìîé?

×åðòåæ ê ýòîé çàäà÷å (à òàêæåè îòâåò) ìîæíî óâèäåòü
íà íî÷íîì íåáå. Áåëûé êðóã – ýòî Ëóíà, ñèíèé êðóã,
òî÷íåå ÷àñòü ñèíåãî êðóãà, – ýòî òåíü íà Ëóíå îò Çåìëè.
Âî âðåìÿ ïîëíîëóíèÿ ìû âèäèì ëóííûé êðóã, ïðè
ëóííîì çàòìåíèè òåíü îò Çåìëè ïîëíîñòüþ çàêðûâàåò
Ëóíó. Â ïðîìåæóòî÷íûõ ïîëîæåíèÿõ ìû âèäèì ëèáî
ðàñòóùèé ëóííûé ñåðï (ìîëîäàÿ Ëóíà), ëèáî óìåíüøà-
þùèéñÿ (ñòàðàÿ Ëóíà).

Åñëè íàø áóìàæíûé ñèíèé êðóã ìàë, òî íà ïëîñêîñòè
ìîæíî óâèäåòü áåëîå êîëüöî (äëÿ Çåìëè è Ëóíû ýòî íå
òàê!).

Äðóãèõ âàðèàíòîâ íåò, êàêèìè áû íè áûëè ðàäèóñû
äâóõ êðóãîâ (ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî íèêîãäà íå
ïîëó÷àòñÿ äâà êóñêà áåëîãî êðóãà). Õîòÿ ýòîò ôàêò è
î÷åâèäåí, ïðèâåäåì åãî ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëü-
ñòâî (èíîãäà äîêàçàòåëüñòâî èìåííî î÷åâèäíûõ ôàê-
òîâ è âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ). Ïóñòü îêðóæíîñòü áåëîãî
êðóãà çàäàíà óðàâíåíèåì

+ =
2 2 2x y R .                    (1)

Öåíòð ýòîãî êðóãà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò – â
òî÷êå Î(0; 0). Ïóñòü îêðóæíîñòü ñèíåãî êðóãà çàäàíà
óðàâíåíèåì

( )- + =
2 2 2x a y r .                  (2)

Ñðàçó ñêàæåì, ÷òî äëÿ äàëüíåéøåãî íàì âàæåí ñëó÷àé

–R < a < R,

è òîëüêî åãî ìû áóäåì ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàòü. Ïðè ýòîì
òî÷êà K(a, 0) – öåíòð ñèíåãî êðóãà – ëåæèò âíóòðè
áåëîãî êðóãà íà åãî ãîðèçîíòàëüíîì äèàìåòðå.

Èçó÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé. Ðåøàÿ
äëÿ ýòîãî ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé (1) è (2) îòíîñè-
òåëüíî õ è ó ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ, ïîëó÷èì

( )- = - -
22 2 2R x r x a .

Ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî õ îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì,
è ìû ìîæåì íàéòè åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå àáñöèññû
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé. Ïðè íàéäåííîì
çíà÷åíèè õ çàòåì ïðèäåòñÿ ðåøàòü ïðîñòåéøåå êâàä-
ðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ó. À òàêîå óðàâíåíèå

ëèáî íå èìååò ðåøåíèé (ïðè ýòîì èëè áåëûé êðóã
ïîëíîñòüþ çàêðûò ñèíèì, èëè æå ìû âèäèì áåëîå
êîëüöî);

ëèáî èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü ó = 0 (ýòî ñîîòâåò-
ñòâóåò êàñàíèþ îêðóæíîñòåé);

ëèáî èìååò äâà êîðíÿ (â ýòîì ñëó÷àå îêðóæíîñòè
ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ, è ìû âèäèì áåëûé
ñåðï; äðóãîå íàçâàíèå ñåðïà – ëóíî÷êà).

Ïîñëåäíèé ñëó÷àé äëÿ íàñ ñàìûé âàæíûé.
Ïðè –R < a < 0 ïîëó÷àåòñÿ «ðàñòóùèé» áåëûé ñåðï

(ðèñ.3). Õîðîøî èçâåñòíî ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ôàç Ëóíû – åñëè ê áåëîìó ñåðïó ïðèñòðî-
èòü ñëåâà âåðòèêàëüíûé îòðåçîê, òî ïîëó÷èòñÿ ðóññêàÿ
áóêâà «Ð» – îòñþäà è ðàñòóùèé. Ïðè 0 < a < R
ïîëó÷àåòñÿ «ñòàðûé» áåëûé ñåðï (ðèñ.4). Çäåñü áåëûé
ñåðï èìååò ôîðìó ðóññêîé áóêâû «Ñ».

Ãîðèçîíòàëüíûé äèàìåòð áåëîãî êðóãà îáîçíà÷åí
ÍÂ, K – öåíòð ñèíåãî êðóãà, Ì – îäíà èç äâóõ òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé. Íà ðèñóíêå 3 òî÷êà K ëåæèò
íà ëåâîé ïîëîâèíå äèàìåòðà ÍÂ, íà ðèñóíêå 4 òî÷êà K
ëåæèò íà ïðàâîé ïîëîâèíå ýòîãî äèàìåòðà.

Êòî-òî èç ÷èòàòåëåé ïîäóìàåò: à íå ñëèøêîì ëè ìû
îòâëåêëèñü îò íàøåé çàäà÷è ïðî ëåñòíèöó ñ âåðåâêîé?
Íåò, íàîáîðîò. Ìû íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì âíèìà-
òåëüíî ïðèñìîòðåòüñÿ ê ðèñóíêàì 3 è 4; èñïîëüçîâà-
íèå çäåñü äëÿ îáîçíà÷åíèé òåõ æå áóêâ, ÷òî è íà
ðèñóíêå 1 â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè, ñîâñåì íå ñëó÷àéíî.
Ãëàâíîå â ýòèõ ðèñóíêàõ ñëåäóþùåå. Âîçüìåì ëþáóþ
íîâóþ òî÷êó N íà äóãå ÌÂ áåëîé îêðóæíîñòè . Â ñëó÷àå,

ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñóíêå 3, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

NK > MK,                         (3)

èáî òî÷êà N ëåæèò âíå ñèíåãî êðóãà. Â ñëó÷àå íà
ðèñóíêå 4, íàîáîðîò,

NK < MK,                        (4)

èáî òî÷êà N ëåæèò âíóòðè ñèíåãî êðóãà. (Íóìåðàöèÿ
ýòèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ñîãëàñîâàíà ñ ðèñóíêàìè 3, 4.)

Òàê âîò, èìåííî ýòè íåðàâåíñòâà è äàþò êëþ÷ ê
ðåøåíèþ íàøåé çàäà÷è.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïðî ëåñòíèöó ñ âåðåâêîé

×èòàòåëè, íàäååìñÿ, ïðèâûêëè ê íàøèì îáîçíà÷åíè-
ÿì: ñàìàÿ âåðõíÿÿ òî÷êà ëåñòíèöû – ýòî Â (ðèñ.5),
îñíîâàíèå ëåñòíèöû – Í (îò ñëîâ âåðõ è íèç). Ïóñòü
òî÷êà Ì – âåðøèíà ïðÿ-
ìîãî (ïëîñêîãî) óãëà ìåæ-
äó çåìëåé è ñòåíîé, K –
òî÷êà íà ëåñòíèöå, êîòî-
ðàÿ ñîåäèíåíà âåðåâêîé
ñ òî÷êîé Ì (K – îò ñëîâ
êàíàò èëè êðåïëåíèå).

Îïèøåì îêîëî ïðÿìîó-
ãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ÂÌÍ îêðóæíîñòü. Êðóã ñ
öåíòðîì â òî÷êå K è ðàäè-
óñîì KM ñíîâà íàçîâåì
ñèíèì êðóãîì.

Ñêàæèòå, íàø âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü, ñ êàêèì ðè-
ñóíêîì – 3 èëè 4 – ïî ñóòè äåëà ñîâïàäàåò ðèñóíîê 5?
Îòâåò çàâèñèò îò òîãî, êàêîå èç äâóõ ðàññòîÿíèé – KB
èëè KH – ìåíüøå. Íà ðèñóíêå 5 òî÷êà K âçÿòà íà
âåðõíåé ïîëîâèíå ëåñòíèöû. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðèñóí-
êó 4.

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ê  Ì  Ø 25
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Òåïåðü ñëåäóåò óñòàíîâèòü, ÷òî èçìåíèòñÿ íà ðèñóí-
êå 5 ïðè ãèïîòåòè÷åñêîì ïàäåíèè ëåñòíèöû (åñëè ýòî
ïàäåíèå âîçìîæíî!). Ñàìîå ãëàâíîå çäåñü – ýòî óìåíü-
øåíèå âåðòèêàëüíîãî îòðåçêà ÂÌ (êîíå÷íî, ïðè ýòîì
«ïîïëûâåò» è îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëü-
íèêà ÌÂÍ, – íî ýòî íåâàæíî). Îäíîâðåìåííî è ðàñ-
ñòîÿíèå KM áóäåò óìåíüøàòüñÿ (ñì. ðèñ.4), è âåðåâêà
ýòîìó óìåíüøåíèþ íèêàê íå ïðåïÿòñòâóåò, ò.å. ëåñòíè-
öà äåéñòâèòåëüíî ïàäàåò äàæå ïðè íàëè÷èè âåðåâêè.

Ïðè ýòîì íà ðèñóíêå 4 äëèíà îòðåçêà MK áóäåò
óìåíüøàòüñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðîâèñàíèþ âåðåâêè,
âåëè÷èíà óãëà ÌÍÂ áóäåò ñïàäàòü äî íóëÿ, ÷òî, â ñâîþ
î÷åðåäü, îçíà÷àåò ñêîëüæåíèå ëåñòíèöû.

Íà ðèñóíêå 6 òî÷êà K âçÿòà íà íèæíåé ïîëîâèíå
ëåñòíèöû. Áåëûé ñåðï â äàííîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ
ðàñòóùèì (êàê íà ðèñóíêå 3). Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî íà

ðèñóíêå 6 òî÷êà Ì  áóäåò
ïåðåìåùàòüñÿ ïî äóãå ÌÂ
(÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ïà-
äåíèè ëåñòíèöû), òî äëè-
íà îòðåçêà MK (ñì. ðèñ.3)
ïðè ýòîì áóäåò óâåëè÷è-
âàòüñÿ. Íî ïîñëåäíåå íå-
âîçìîæíî, èáî âåðåâêà
íåðàñòÿæèìà. Ýòî è îçíà-
÷àåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
âåðåâêà óäåðæèâàåò ëåñò-
íèöó, è ëåñòíèöà îêàçû-
âàåòñÿ íåïîäâèæíîé.

Èòàê, îòâåò íà âîïðîñ à) â íàøåé çàäà÷å òàêîâ:
÷òîáû íå äîïóñòèòü ñêîëüæåíèå ëåñòíèöû, ñëåäóåò ñ
âåðøèíîé ïðÿìîãî óãëà – òî÷êîé Ì – ñîåäèíèòü
âåðåâêîé ëþáóþ òî÷êó K, ëåæàùóþ íà íèæíåé ïîëî-
âèíå ëåñòíèöû.

Îñòàëîñü ñîâñåì íåìíîãî – ðåøèòü çàäà÷ó íà ýêñò-
ðåìóì, ò.å. èç âñåõ óäåðæèâàþùèõ ëåñòíèöó âåðåâîê
âûáðàòü ñàìóþ êîðîòêóþ. Ïðè ýòîì ìãíîâåííî ïðèõî-
äèò ìûñëü î ïåðïåíäèêóëÿðå, îïóùåííîì èç òî÷êè Ì
íà îòðåçîê ÂÍ, – îñíîâàíèå ýòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà è
åñòü èñêîìàÿ òî÷êà K.  Ýòî âåðíî ëèøü â òîì ñëó÷àå,
åñëè ýòî îñíîâàíèå ïîïàäàåò íà íèæíþþ ïîëîâèíó
ëåñòíèöû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê ïðè
âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà – > ∞45BHM , ò.å.  äëÿ äîñòà-
òî÷íî êðóòîé ëåñòíèöû. Åñëè æå – < ∞45BHM , òî
ïåðïåíäèêóëÿð çäåñü íå ãîäèòñÿ, è â êà÷åñòâå òî÷êè
êðåïëåíèÿ âåðåâêè íà ëåñòíèöå ìîæíî âçÿòü ëþáóþ
òî÷êó K íà åå íèæíåé ïîëîâèíå. Ïðè ýòîì äëèíû âñåõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðåâîê îêàçûâàþòñÿ áîëüøå ïîëî-
âèíû äëèíû ëåñòíèöû. Òàêèì îáðàçîì,ñàìîé êîðîòêîé
âåðåâêè, óäåðæèâàþùåé ëåñòíèöó,  íåò. (Ýòî ñâÿçàíî
ïðîñòî-íàïðîñòî ñ òåì, ÷òî íà ÷èñëîâîì èíòåðâàëå
(à; b) íåò íàèìåíüøåãî ÷èñëà.)

Öåëè ìû äîñòèãëè, åùå îäèí ìàòåìàòè÷åñêèé ñëó÷àé
ðàññìîòðåëè, ìîæíî áûëî áû ïîñòàâèòü òî÷êó â íàøåì
íåáîëüøîì èññëåäîâàíèè. Íî òî÷êè îáû÷íî íå áûâàåò.
Äîñòèãíóâ êàêîãî-ëèáî ìåñòà, êîòîðîå íàì êàçàëîñü
ëåæàùèì íà ãîðèçîíòå, ìû âèäèì, ÷òî ãîðèçîíò îòî-
äâèíóëñÿ, è âïåðåäè îïÿòü íîâîå è íåèçâåñòíîå. Òàê è
íàøà ëåñòíèöà ñ âåðåâêîé äàåò âîçìîæíîñòü ñîâñåì
êîðîòêî ïîãîâîðèòü î ... êàòàñòðîôàõ.

Ðèñ. 6

Òåîðèÿ êàòàñòðîô

Âîîáðàçèì, ÷òî íà íàøåé ëåñòíèöå â òî÷êå Í  íàõî-
äèòñÿ… íó, íàïðèìåð, íåáîëüøîé ÷åëîâåê, êîòîðûé
óäåðæèâàåò â ðóêàõ, ñëîâíî âîææè, âåðåâêó, èäóùóþ
â òî÷êó Ì. À ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëåñòíèöà Î×ÅÍÜ
áîëüøàÿ, è òîãäà îáû÷íîãî ÷åëîâåêà íà ëåñòíèöå
ìîæíî ñ÷èòàòü òî÷êîé. Ïóñòü óãîë íàêëîíà ëåñòíèöû ê
ãîðèçîíòó ìåíüøå 45°. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò ÷åëîâåê
âîçíàìåðèëñÿ ñýêîíîìèòü íà äëèíå âåðåâêè. Ýòî îáû÷-
íàÿ ñèòóàöèÿ: äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êàêîé-ëèáî ñèñ-
òåìû îáû÷íî ñòðåìÿòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âñåâîçìîæ-
íûå çàòðàòû (ýíåðãèè, ìàòåðèàëîâ, äåíåã, âðåìåíè è
ò.ï.). ×óòü-÷óòü ÷åëîâåê ïîäíÿëñÿ ïî ëåñòíèöå ââåðõ,
âûáèðàÿ (âûòÿãèâàÿ) âåðåâêó íà ñåáÿ, è ïåðåìåñòèëñÿ
â òî÷êó K. Â ñèñòåìå íè÷åãî íå èçìåíèëîñü, ëåñòíèöà
îñòàëàñü íåïîäâèæíîé, êàê ïðèíÿòî ãîâîðèòü, îñòà-
ëàñü â ñòàöèîíàðíîì (íåèçìåííîì) ñîñòîÿíèè. Èç
íîâîãî ïîëîæåíèÿ ÷åëîâåê ñíîâà ñäåëàë íåáîëüøîé
øàã ââåðõ, ïî-ïðåæíåìó âûáèðàÿ ïðè ýòîì âåðåâêó.
Âñå ñïîêîéíî, âñå – êàê ïðåæäå. Ëåñòíèöà íåïîäâèæíà,
ñêîëüæåíèÿ è ïàäåíèÿ ëåñòíèöû íåò. Ñêëàäûâàåòñÿ
âïå÷àòëåíèå, ÷òî áóäòî áû îò äëèíû âåðåâêè íè÷åãî íå
çàâèñèò, è ìîæíî äàëüøå øàã çà øàãîì ïîäûìàòüñÿ ïî
ëåñòíèöå ââåðõ è óìåíüøàòü äëèíó âåðåâêè. Íî ìû
çíàåì, ÷òî, êàê òîëüêî ÷åëîâåê ïåðåéäåò ñ íèæíåé
ïîëîâèíû ëåñòíèöû íà âåðõíþþ, óäåðæàòü ëåñòíèöó îò
ñêîëüæåíèÿ åìó íå óäàñòñÿ… Â ðåçóëüòàòå â íàøåé
ñèñòåìå ïðîèçîéäóò êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ. Íåñëó-
÷àéíî â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò î êàòàñòðîôå.
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Ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ â êîíêóðñå äîáèëèñü ñëåäóþ-
ùèå øêîëüíèêè:

Áàæîâ Èâàí – Åêàòåðèíáóðã, ãèìíàçèÿ 9, 8 êë.,
Áàáè÷åâ Äìèòðèé – Äîëãîïðóäíûé, ÔÌØ 5, 8 êë.,
Ìåäâåäåâ Äìèòðèé – Òðîèöê Ìîñêîâñêîé îáë., ãèìíà-

çèÿ, 8 êë.,
Æåðíîâ Àíòîí – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 8 êë.,
Ìàêàðåö Àëåêñàíäð – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 8 êë.,
Åñåáóà Âàõòàíã – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 8 êë.,
Äóäêèí Àëåêñàíäð – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 8 êë.,
Ñîáîëåâ Äìèòðèé – Õàðüêîâ, ãèìíàçèÿ 47, 7 êë.,
Ñîáîëåâ Åâãåíèé – Õàðüêîâ, ãèìíàçèÿ 47, 7 êë.,
Ãàðàãàòûé Èãîðü – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 7 êë.,
Ëûñàêåâè÷ Àíàñòàñèÿ – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 7 êë.,
Áè÷óðèí Èãîðü – Õàðüêîâ, ÓÂÊ 55, 7 êë.,
Òèì÷åíêî Íèêîëàé – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 8 êë.,
Êàëàøíèê Âëàäèñëàâ – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 7 êë.,
Ïàçåíêî Ãðèãîðèé – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 8 êë.,
Êàðàéêî Àëèíà – ïãò Ñîëîíèöåâêà Õàðüêîâñêîé îáë.,

Ñîëîíèöåâñêèé êîëëåãèóì, 8 êë.

è êðóæêè:

Ìàòåìàòè÷åñêîãî êëóáà ïðè Óíèâåðñèòåòå èì. Áåí-
Ãóðèîíà â Íåãåâå, Áååð-Øåâà, Èçðàèëü, ðóêîâîäèòå-
ëè Ï.Ñàìîâîë, É.Õåéôåö,

ãèìíàçèè 127, Ñíåæèíñê, ðóêîâîäèòåëü À.À.Ìàëååâ,
«Ýâðèêà» ÔÌË 27, Õàðüêîâ, ðóêîâîäèòåëè Å.Ë.Àðèíêè-

íà, À.Ë.Áåðøòåéí, Â.ß.Êðóï÷èöêèé,
ëèöåÿ 64, Îìñê, ðóêîâîäèòåëü Þ.Å.Ðÿçàíîâà,
Ìàëîãî Óíèâåðñèòåòà ïðè Õàðüêîâñêîì íàöèîíàëü-

íîì óíèâåðñèòåòå èì.Â.Í.Êàðàçèíà, Õàðüêîâ, ðóêîâî-
äèòåëè Ñ.À.Ëèôèö, À.Ñ.Ùåðáèíà,

ãèìíàçèè, Øåëåõîâ, ðóêîâîäèòåëü À.À.Êîøêèí,
«Ýðóäèò» Äîíåöêîãî îáëàñòíîãî ëèöåÿ, Äîíåöê, ðóêî-

âîäèòåëè Â.Ë.Ïîòåìêèí, Ë.Ë.Ïîòåìêèíà,
Ìóíèöèïàëüíîãî ëèöåÿ 90, Êðàñíîäàð, ðóêîâîäèòåëü

Ç.À.Äåãòÿðåâà,
ØÈÎÎÄ, Ìàãíèòîãîðñê, ðóêîâîäèòåëü À.Â.Õðèñòåâà,
ãèìíàçèè 1, Ñàìàðà, ðóêîâîäèòåëü À.À.Ãóñåâ,

«Ñèãíóì» ×óâàøñêîãî íàöèîíàëüíîãî öåíòðà îáðàçî-
âàíèÿ, ×åáîêñàðû, ðóêîâîäèòåëü Ñ.À.Èâàíîâ,

«Ýðóäèò» ÔÌØ 32, Àñòðàõàíü, ðóêîâîäèòåëü Ò.Ì.Ñåð-
ãååâà,

ÔÌØ 9, Ïåðìü, ðóêîâîäèòåëü Ã.À.Îäèíöîâà,
ëèöåÿ 130, Íîâîñèáèðñê, ðóêîâîäèòåëü Ë.Í.×óñîâèòèíà.

Æþðè êîíêóðñà îòìå÷àåò òàêæå õîðîøèå ðàáîòû
ñëåäóþùèõ ó÷åíèêîâ:

Ïàçåíêî Îëüãè – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 6 êë.,
Ëèñè÷êèíà Âëàäèñëàâà – Õàðüêîâ, ãèìíàçèÿ 47, 7 êë.,
Çàõîæåé Ëþáîâè – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 7 êë.,
Ãðûçóí Åêàòåðèíû – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 7 êë.,
Êîðæîâà Èãîðÿ – Õàðüêîâ, ÓÂÊ 55, 7 êë.,
Êðàâ÷åíêî Àëåêñàíäðà – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 6 êë.,
Àíäðååâà Êèðèëëà – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 8 êë.,
Èáðàãèìîâîé Àéæàíû – Áèøêåê, ÔÌØË 61,
Áàëàêøèíà Àëåêñàíäðà – Õàðüêîâ, ÓÂÊ 141, 6 êë.,
Êëåâöîâà Þðèÿ – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 7 êë.,
Çàïëåòèíà Àíäðåÿ – Ìîñêâà, 7 êë.,
Òóðáèíîé Íàòàëüè – Àíãàðñê, øêîëà 10, 7 êë.,
Èáðàãèìîâà Áåêñóëòàíà – Áèøêåê, ÔÌØË 61,
Äóäêèíà Àëåêñåÿ – Õàðüêîâ, ÓÂÊ 45 «Àêàäåìè÷åñêàÿ

ãèìíàçèÿ», 6 êë.,
Ëàâèíñêîé Òàòüÿíû – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 6 êë.,
Òîìàøà Íàäÿ – Ìèøêîëüö, Âåíãðèÿ, ãèìíàçèÿ èì.Îòòî

Õåðìàíà, 6 êë.

è êðóæêîâ:

ÌÎÓ ÑÎØ 10, Àíãàðñê, ðóêîâîäèòåëü Ë.Â.Øâàðåâà,
Àãàïàòîâñêîé ñðåäíåé øêîëû, ä.Âàðòåìÿãè Âñåâîëæñ-

êîãî ðàéîíà Ëåíèíãðàäñêîé îáë., ðóêîâîäèòåëü
Í.À.Ïåòðîâñêàÿ,

øêîëû 117, Îìñê, ðóêîâîäèòåëü È.À.×åðíÿâñêàÿ,
«Òàëàíòû ñðåäè íàñ», ÔÌØË 61, Áèøêåê, ðóêîâîäè-

òåëü Ë.Ñ.Õîõëîâà,
ëèöåÿ àâèàöèîííîãî ïðîôèëÿ, Ñàìàðà, ðóêîâîäèòåëü

Ò.Á.Ëàâðîâà.

Ïîáåäèòåëè êîíêóðñà èìåíè À.Ï.Ñàâèíà
«Ìàòåìàòèêà 6–8» 2004/05 ó÷åáíîãî ãîäà

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ëåñòíèöà + âåðåâêà + ÷åëîâåê
íà ëåñòíèöå çàâèñèò îò îäíîãî ïàðàìåòðà – îò ðàññòî-
ÿíèÿ îò òî÷êè K äî òî÷êè Í.  Íà îòðåçêå ÂÍ ñåðåäèíà ýòîãî
îòðåçêà íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ äðóãèõ òî÷åê
îòðåçêà, òàê ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ê ñåðåäèíå ëåñòíèöû
ñíèçó íè÷òî íå ïðåäâåùàåò ãðîçÿùåé êàòàñòðîôû.
Îäíàêî, êàê ìû âèäåëè, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ñåðåäèíó
óñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èñ÷åçàåò,
è ñèñòåìà ïåðåõîäèò â äðóãîå óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå,
ïðè êîòîðîì ëåñòíèöà îêàçûâàåòñÿ íà çåìëå. Â áûòó â
ñõîæèõ ñèòóàöèÿõ ãîâîðÿò î íåñ÷àñòíîì ñëó÷àå. Ðàçóìå-
åòñÿ, ìû æåëàåì, ÷òîáû ó âàñ ïîäîáíûõ ñëó÷àåâ íèêîãäà
íå áûëî. Äëÿ ýòîãî íàäî âíèìàòåëüíî ñëåäèòü çà
ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèå òåõ èëè
èíûõ ñèñòåì èëè ïðîöåññîâ, è íå äîïóñêàòü èõ ïðèáëè-

æåíèÿ ê êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì, çà êîòîðûìè – ðàç-
ðóøåíèå, íåïðåäâèäåííûå ïîñëåäñòâèÿ è âñÿêèå äðó-
ãèå íåïðèÿòíîñòè. Òàê, äàæå ïðîñòîé âîçäóøíûé øàðèê
ìîæåò ëîïíóòü îò ÷ðåçìåðíîãî äàâëåíèÿ. Äðóãèå ïðè-
ìåðû – âðåìÿ, êîòîðîå áåç íåæåëàòåëüíûõ ïîñëåä-
ñòâèé ìîæíî ïðîâåñòè ïîä æàðêèì èþëüñêèì ñîëíöåì,
èëè êîëè÷åñòâî ñúåäåííîãî ìîðîæåíîãî.

Âî âñÿêîé ðåàëüíîé ïðèêëàäíîé çàäà÷å âñå ïàðàìåò-
ðû îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ, ïîýòîìó äàæå â
íàøåé çàäà÷å ïðèáëèæàòüñÿ ê ñàìîé ñåðåäèíå ëåñòíè-
öû íå ñëåäóåò. Âñåãäà íóæíî îñòàâëÿòü íåêîòîðûé
çàïàñ ïðî÷íîñòè.

Íî ïîäðîáíûé ðàññêàç î ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ è òåîðèè
êàòàñòðîô – ýòî óæå ñîâñåì äðóãàÿ èñòîðèÿ.
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Âîðîíà –
õâîñòîì âïåðåä?

Â.ÊÎÇËÎÂ

Â
ÎÇÌÎÆÍÎ, ÏÐÎÅÇÆÀß Â ÎÊÐÅÑÒÍÎÑÒßÕ ÊÀÊÎÃÎ-ËÈÁÎ

àýðîäðîìà (àýðîïîðòà) íà ýëåêòðè÷êå, ïîåçäå èëè àâòî-
ìîáèëå, âàì ïðèõîäèëîñü íàáëþäàòü èç îêíà óäèâèòåëüíîå
çðåëèùå. Ñàìîëåò, âçëåòàþùèé âäàëåêå èëè èäóùèé íà
ïîñàäêó ïî÷òè ïàðàëëåëüíî äîðîãå, êàê áóäòî çàâèñàåò â
âîçäóõå èëè äàæå íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ... õâîñòîì âïåðåä.
(Çäåñü, êîíå÷íî, ðå÷ü íå èäåò î ñàìîëåòàõ âåðòèêàëüíîãî
âçëåòà è ïîñàäêè, äëÿ êîòîðûõ òàêîå äâèæåíèå ðåàëüíî
âîçìîæíî.) Ïîäîáíûì æå îáðàçîì èíîãäà âûãëÿäèò èç îêíà
äâèæóùåãîñÿ òðàíñïîðòà è ïîëåò ïòè÷üèõ ñòàé èëè îäèíî÷-
íûõ êðóïíûõ ïòèö.

Ïîïûòàåìñÿ ðàçîáðàòüñÿ â ïðè÷èíàõ, âûçûâàþùèõ ó íà-
áëþäàòåëÿ òàêóþ èëëþçèþ. Âû, íàâåðíîå, ïðèïîìèíàåòå
(åñëè, êîíå÷íî, íàáëþäàëè òàêîé ýôôåêò), ÷òî âî âñåõ
óïîìÿíóòûõ âûøå ñëó÷àÿõ íà ïåðåäíåì ïëàíå âñåãäà íàõîäè-

ëèñü êàêèå-òî êðóïíûå îáúåêòû: áîëüøèå çäàíèÿ, äåðåâüÿ,
êóñòû è ò.ï., à ñàìîëåò èëè ïòèöû ëåòåëè äàëåêî çà íèìè, íà
çàäíåì ïëàíå. È ýòî – êëþ÷ äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýôôåêòà.

Îäíàêî ñíà÷àëà ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòóþ ñèòóàöèþ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâèæåíèÿ ëûæíèêà, âîðîíû è ðåàêòèâíî-
ãî ñàìîëåòà ïðîèñõîäÿò â îäíîé è òîé æå âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè. Âûñîòû ïîëåòà âîðî-
íû è ñàìîëåòà òàêæå íå èçìåíÿþòñÿ. Ïóñòü â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè 0t , êàê óñëîâíî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1,

ñàìîëåò (òî÷êà Ñ) íàõîäèòñÿ â çåíèòå îòíîñèòåëüíî ëûæíèêà
(òî÷êà À), à óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè íà ñàìîëåò è íà
âîðîíó (òî÷êà Â) ðàâåí 45°, ïðè÷åì âîðîíà ëåòèò ïîçàäè
ëûæíèêà. Ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ tΔ  ëûæíèê, âîðîíà è
ñàìîëåò (ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè A¢ , B¢  è C¢ ) îêàçûâàþòñÿ
íà îäíîé ïðÿìîé, îáðàçóþùåé ñ âåðòèêàëüþ óãîë 45°. À ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòü óãëîâîãî ïåðåìåùåíèÿ ïî íåáîñâîäó
îòíîñèòåëüíî ëûæíèêà ó âîðîíû áîëüøå, ÷åì ó ñàìîëåòà.

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ìãíîâåííûõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé
âîðîíû è ñàìîëåòà îòíîñèòåëüíî ëûæíèêà äëÿ ýòîãî ìîìåíòà
âðåìåíè. Ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ïðîåêöèè
îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè âîðîíû 
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Èñïîëüçóåì ýòî äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòíîøåíèÿ óãëîâûõ ñêîðî-
ñòåé è ïîëó÷èì

2B

C

ω
ω

= .

Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü
âîðîíû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñêîðîñòè ðåàêòèâíîãî ñàìîëåòà,
åå ñêîðîñòü óãëîâîãî ïåðåìåùåíèÿ ïî íåáîñâîäó, ñ òî÷êè
çðåíèÿ äâèæóùåãîñÿ ëûæíèêà, â êîíêðåòíîé ñèòóàöèè îêà-
çàëàñü â 2 ðàçà áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåé óãëîâîé ñêîðîñòè
ñàìîëåòà. È ó áåãóùåãî ëûæíèêà ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî
âîðîíà ïåðåìåùàåòñÿ ïî íåáîñâîäó áûñòðåå ñàìîëåòà. Ïðè-
÷èíà ýòîãî – â ñóùåñòâåííîé ðàçíèöå â âûñîòàõ ïîëåòà ïòèöû
è ñàìîëåòà. ×èòàòåëü ìîæåò çàäàòüñÿ òèïè÷íûìè çíà÷åíèÿ-
ìè ñêîðîñòåé ëûæíèêà, âîðîíû è ñàìîëåòà è ñàìîñòîÿòåëüíî
îöåíèòü íàáëþäàåìûé ýôôåêò.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïðîáëåìå «çàâèñàþùåãî èëè äâèæóùå-
ãîñÿ õâîñòîì âïåðåä» ñàìîëåòà. Äåéñòâèå, êîíå÷íî, ïðîèñõî-
äèò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî äëÿ ïðîñòîòû ìîæåì
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåêòîðû ñêîðîñòåé ñàìîëåòà è íàáëþäà-
òåëÿ ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó è íàïðàâëåíû â ðàçíûå ñòîðî-
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ïðàêòèêå èçìåðåíèÿìè. Âíà÷àëå ýòî áûëè èçìåðåíèÿ,

ñâÿçàííûå ñ òîðãîâî-ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòüþ. Ïåðâîå
èçâåñòíîå óïîìèíàíèå î òî÷íîñòè è äîñòîâåðíîñòè èçìåðåíèé
âñòðå÷àåòñÿ â Áèáëèè. Òàê, â îäíîé èç êíèã Ïÿòèêíèæèÿ
ñêàçàíî: «Íå äåëàéòå íåïðàâäû â ñóäå, â ìåðå, â âåñå è â
èçìåðåíèè…. Äà áóäóò ó âàñ âåñû âåðíûå, ãèðè âåðíûå, åôà
âåðíàÿ…» (Åôà – ìåðà îáúåìà äëÿ ñûïó÷èõ âåùåñòâ, ðàâíàÿ
52,48 ëèòðà.) À â äðóãîé êíèãå óñòàíàâëèâàåòñÿ îñíîâíàÿ
îáÿçàííîñòü èíñïåêòîðà ïî îáåñïå÷åíèþ åäèíñòâà èçìåðå-
íèé: «Â êèñå òâîåé íå äîëæíû áûòü äâîÿêèå ãèðè, áîëüøèå
è ìåíüøèå… Â äîìå òâîåì íå äîëæíà áûòü äâîÿêàÿ åôà,
áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ.. Ãèðÿ ó òåáÿ äîëæíà áûòü òî÷íàÿ è
ïðàâèëüíàÿ, è åôà ó òåáÿ äîëæíà áûòü òî÷íàÿ è ïðàâèëüíàÿ,
÷òîáû ïðîäëèëèñü äíè òâîè íà çåìëå…» (Êèñà – ýòî ñóìêà.
Â ñîâðåìåííîì ðóññêîì ÿçûêå ñîõðàíèëîñü îäíîêîðåííîå
ñëîâî – êèñåò, îáîçíà÷àþùåå ìåøî÷åê äëÿ ìàõîðêè.)

Â Äðåâíåé Ðóñè ìåðû ïîÿâèëèñü òîæå î÷åíü äàâíî, îäíà-
êî ðàçäðîáëåííîñòü êíÿæåñòâ ïðèâîäèëà ê òîìó, ÷òî ìåðû
äëèíû, âåñà è îáúåìà ïî ñâîåìó íîìèíàëüíîìó çíà÷åíèþ ó
ðàçíûõ êíÿçåé ðàçëè÷àëèñü â 1,5 – 2 ðàçà. Åäèíîîáðàçíûå
ìåðû âîçíèêëè íà Ðóñè ëèøü ñ îáúåäèíåíèåì êíÿæåñòâ â
îäíî ãîñóäàðñòâî. Ýòî — çîëîòíèê (â ïîñëåäíåì âàðèàíòå
4,266 ã), ñàæåíü (2,134 ì), ãðèâíà (ñíà÷àëà äåíåæíàÿ è
âåñîâàÿ åäèíèöà, çàòåì ñ÷åòíî-äåíåæíàÿ, ðàâíàÿ 10 êîïåé-

êàì, îòñþäà—ãðèâåííèê), ïÿäü (ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöà-
ìè ðàñòÿíóòûõ áîëüøîãî è óêàçàòåëüíîãî ïàëüöåâ, ðàâíîå
17,78 ñì) è äð.

Òîãäà æå áûë óñòàíîâëåí è ìåæïîâåðî÷íûé èíòåðâàë.
Òàê, â ãðàìîòå êíÿçÿ Âñåâîëîäà (XII â.) íàïèñàíî: «…òîð-
ãîâàÿ âñÿ âåñû ìåðèëà è ñêàëâû âîùàíûå è ïóä ìåäîâûé è
ãðèâåíêà ðóáëåâêà èæå íà òîðãó ïðîìåæ ëþäüìè áëþñòè áåç
ïàêîñòè íè óìàë÷èâàòü íè óìíîæàòè è íà âñÿêèé ãîä âçâå-
øèâàòè…» (Íàäî ïîëàãàòü, ñêàëâû – ýòî åäèíèöà ìåðû
âîñêà, ïóä – ìåäà, à ãðèâåíêà ðóáëåâêà – äåíåæíàÿ åäèíè-
öà.) Â òîé æå ãðàìîòå óêàçûâàëèñü è ñàíêöèè äëÿ íàðóøè-
òåëåé åäèíñòâà èçìåðåíèé: «…à ñêðèâèòñÿ à êîìó ïðèêàçà-
íî è òîãî êàçíèòè áëèçêî ñìåðòè à æèâîò åãî íà òðîå...». Â
îáùåì, ïëîõî áóäåò íàðóøèòåëþ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå çàêîíîäàòåëüíàÿ ìåòðîëîãèÿ ïîëó-
÷èëà ïðè Ïåòðå I. Â îäíîì èç åãî óêàçîâ íàïèñàíî: «Ïî
óêàçó âåëèêîãî ãîñóäàðÿ âåëåíî ÷òîá ó òîðãîâûõ è ìàñòåðî-
âûõ ëþäåé áûëè âåñû è ôóíòû ó âñåõ ïðàâäèâûå è çàêëåé-
ìåíû ãîäîâûì êëåéìîì…»

Îäíàêî â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ ðîëü åäèíñòâà èçìåðå-
íèé áûëà îñîçíàíà îòíîñèòåëüíî ïîçäíî, ëèøü â XVIII
âåêå, êîãäà Ì.Â.Ëîìîíîñîâ âïåðâûå ââåë íàó÷íûå ïîíÿòèÿ
ìåðû è âåñà. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòðîëîãèè êàê ïðè-
êëàäíîé íàóêè îáåñïå÷èë âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX âåêà
Ä.È.Ìåíäåëååâ. Óìåñòíî ïðèâåñòè âûñêàçûâàíèå çíàìåíè-
òîãî ôèçèêà êîíöà XIX âåêà Ó.Òîìñîíà (ëîðäà Êåëüâèíà):
«Êàæäàÿ âåëè÷èíà èçâåñòíà ëèøü â òîé ìåðå, â êîòîðîé åå
ìîæíî èçìåðèòü».

Ïîãîâîðèì îá èçìåðåíèÿõ â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ íà ïðè-
ìåðå ôèçèêè. Èçìåðåíèå – íåîòúåìëåìûé àòðèáóò ôèçèêè.
Êàê íàóêà â íûíåøíåì åå ïîíèìàíèè, îíà ñòàëà îôîðìëÿòü-
ñÿ â XVII âåêå (ãàëèëååâî-íüþòîíîâû âðåìåíà). Â òî âðåìÿ
îíà èìåëà íàçâàíèå «íàòóðàëüíàÿ ôèëîñîôèÿ».

×òîáû íà÷àòü èçó÷àòü ÷òî-íèáóäü, íåîáõîäèìî ýòî «÷òî-
íèáóäü» îïðåäåëèòü. Ðàç ðå÷ü èäåò îá îêðóæàþùåì ìèðå,
çíà÷èò, ýòî «÷òî-íèáóäü» íàäî ñíà÷àëà óâèäåòü, ò.å. âûäå-
ëèòü èç îêðóæåíèÿ (ôîíà), óñòàíîâèòü ðàçëè÷èå ìåæäó

íû. Â ýòîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíîå
äâèæåíèå ìîæíî àíàëèçèðîâàòü
â ïëîñêîñòè, êîòîðîé ïðèíàäëå-
æàò îáà âåêòîðà ñêîðîñòè. Òàêîå
äîïóùåíèå íå îòðàçèòñÿ ïðèíöè-
ïèàëüíî íà çàêëþ÷èòåëüíûõ âû-
âîäàõ. Òàê æå, êàê è â ïðåäûäó-
ùåé çàäà÷å, äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýô-
ôåêòà ðåøàþùåå çíà÷åíèå èìååò
îòíîøåíèå ñêîðîñòåé óãëîâîãî ïå-
ðåìåùåíèÿ îáúåêòîâ îòíîñèòåëü-
íî íàáëþäàòåëÿ. Ìãíîâåííûå îò-
íîñèòåëüíûå óãëîâûå ñêîðîñòè
ïðåäìåòîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ïå-
ðåäíåì ïëàíå (äåðåâüåâ, êóñòîâ,

äîìîâ è ò.ï.), ìîãóò çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü ñêîðîñòü óãëî-
âîãî ïåðåìåùåíèÿ ñàìîëåòà îòíîñèòåëüíî äâèæóùåãîñÿ íà-
áëþäàòåëÿ.

Ðèñóíîê 2 ñõåìàòè÷íî ïîÿñíÿåò, êàê âîçíèêàåò èëëþçèÿ
«ëåòÿùåãî õâîñòîì âïåðåä» ñàìîëåòà. Äâèæóùèéñÿ (íàïðè-
ìåð, â àâòîìîáèëå) íàáëþäàòåëü ñíà÷àëà óâèäèò ñàìîëåò
(òî÷êà 1) ïåðåä áëèæíèì ê íåìó îáúåêòîì (äåðåâîì). Çàòåì
ñàìîëåò ìîæåò áûòü çàêðûò íà êîðîòêîå âðåìÿ îò íàáëþäà-
òåëÿ ýòèì îáúåêòîì. Ïî èñòå÷åíèè åùå íåêîòîðîãî âðåìåíè
íàáëþäàòåëü ñíîâà óâèäèò ñàìîëåò (òî÷êà 2), íî ñ äðóãîé

ñòîðîíû îò íàõîäÿùåãîñÿ ïåðåä íàáëþäàòåëåì îáúåêòà (äå-
ðåâà). Çàâåäîìî çíàÿ, ÷òî äîìà, äåðåâüÿ è ò.ï. íåïîäâèæíû,
íàáëþäàòåëü âîñïðèíèìàåò âèäèìûå èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ
ñàìîëåòà îòíîñèòåëüíî òàêèõ îáúåêòîâ êàê åãî äâèæåíèå
«õâîñòîì âïåðåä». Ýòîìó ìîæåò òàêæå áëàãîïðèÿòñòâîâàòü
çíà÷èòåëüíàÿ óäàëåííîñòü ñàìîëåòà îò íàáëþäàòåëÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå íàïðàâëåíèå íà ñàìîëåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè èçìåíÿ-
åòñÿ î÷åíü ìàëî, à ðàñïîëîæåííûå âáëèçè äîðîãè êðóïíûå
îáúåêòû «ïðîíîñÿòñÿ» çà îêíîì äâèæóùåãîñÿ òðàíñïîðòà ñ
îòíîñèòåëüíî áîëüøîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ.

Îäíàêî âîñïðèíèìàåìûé ÷åëîâåêîì ëþáîé çðèòåëüíûé
îáðàç íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îáúåêòèâíûì îòðàæåíèåì ðåàëü-
íîé äåéñòâèòåëüíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî â ôîðìèðîâàíèè
âîñïðèíèìàåìîãî îáðàçà àêòèâíî ó÷àñòâóåò ìîçã. Îí «ïîä-
ïðàâëÿåò» ïîñòóïàþùóþ ê íåìó çðèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ çà
ñ÷åò èçâåñòíûõ ôàêòîâ. Â ÷àñòíîñòè, èç ïîâñåäíåâíîãî îïûòà
÷åëîâåêó èçâåñòíî, ÷òî äîìà, äåðåâüÿ èëè êóñòû íå ìîãóò
ïåðåìåùàòüñÿ ïî íåïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè çåìëè. Ïîýòîìó
ïðè íàáëþäåíèè çà ëåòÿùèì âäàëè ñàìîëåòîì íàø ìîçã,
îáðàáàòûâàÿ ïîñòóïàþùóþ çðèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, «àâòî-
ìàòè÷åñêè» îöåíèâàåò ïåðåìåùåíèÿ ñàìîëåòà îòíîñèòåëüíî
çàâåäîìî äëÿ íåãî íåïîäâèæíûõ íà ïåðåäíåì ïëàíå îáúåê-
òîâ. È òîãäà, âñëåäñòâèå îáúåêòèâíî ìåíüøåé îòíîñèòåëüíîé
óãëîâîé ñêîðîñòè, âîçíèêàåò èëëþçèÿ çàâèñàþùåãî â âîçäó-
õå èëè ëåòÿùåãî íàçàä («õâîñòîì âïåðåä») ñàìîëåòà.
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ýòèì «÷òî-íèáóäü» è ôîíîì. Íàçîâåì ýòî äåéñòâèå âûÿâëå-
íèåì. Âûÿâèì ñíà÷àëà îäíî «÷òî-íèáóäü», ïîòîì – äðóãîå
«÷òî-òî». Òåïåðü âîçíèêàåò ïðîáëåìà ñðàâíåíèÿ. Ýòî ñðàâ-
íåíèå ìîæíî ïðîâîäèòü òîëüêî ïî îáùåìó ïðèçíàêó. Â
ñàìîì äåëå, áåñïîëåçíî, íàïðèìåð, ñðàâíèâàòü çâóê, ñ êîòî-
ðûì ïåðâîå «÷òî-íèáóäü» ïàäàåò íà ïîë, è öâåò ïîâåðõíîñòè
âòîðîãî «÷åãî-òî». (Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñóùåñòâóåò ïîãîâîð-
êà: «Â îãîðîäå áóçèíà, à â Êèåâå äÿäüêà».)Çàìåòèì ïðè
ýòîì, ÷òî êàê îáùåå (ñðàâíåíèå), òàê è ðàçëè÷íîå (âûÿâëå-
íèå) âçàèìîñâÿçàíû, îíè âûñòóïàþò â äèàëåêòè÷åñêîì åäèí-
ñòâå.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì àðáóç è ÿáëîêî. Ðàçëè÷èòü èõ
ìîæíî ïî öåëîìó ðÿäó ïðèçíàêîâ: öâåòó, çàïàõó, âêóñó,
ñïîñîáíîñòè ïîãëîùàòü ðàäèàöèþ è ò.ä. Ðàçëè÷èëè. Òåïåðü
áóäåì ñðàâíèâàòü. Ñðàâíèâàòü íàäî ïî îáùåìó ïðèçíàêó.
Âîçüìåì â ýòîì êà÷åñòâå îáúåì. Åãî îïðåäåëèì òàê: ýòî
âîçäóõ, êîòîðûé âûòåñíÿåòñÿ òåì èëè èíûì îáúåêòîì èç
ñîñóäà. Âîò òàê îò ñðàâíåíèÿ îáúåìîâ ðàçíûõ òåë ïåðåøëè ê
ñðàâíåíèþ îäíîãî è òîãî æå – âîçäóõà. Ââåäåì òåïåðü
îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ «áîëüøå – ìåíüøå». ßñíî, ÷òî èç
âîçäóõà, âûòåñíåííîãî àðáóçîì, ìîæíî ñäåëàòü ñòîëüêî æå
âîçäóõà, ñêîëüêî âûòåñíèëî ÿáëîêî, à íàîáîðîò – íåëüçÿ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîçäóõà, âûòåñíåííîãî àðáóçîì, áîëüøå,
÷åì âîçäóõà, âûòåñíåííîãî ÿáëîêîì, ò.å. îáúåì àðáóçà áîëü-
øå îáúåìà ÿáëîêà. Ìû îïðåäåëèëè êà÷åñòâåííîå îòíîøå-
íèå «áîëüøå – ìåíüøå».

Òåïåðü îïðåäåëèì êîëè÷åñòâåííîå îòíîøåíèå, îíî áóäåò
õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ÷èñëîì. Âîò çäåñü è íåîáõîäèìà ïðîöå-
äóðà èçìåðåíèÿ. Ñíà÷àëà èñïîëüçóåì óæå ââåäåííîå êà÷å-
ñòâåííîå îòíîøåíèå. Ðàññìîòðèì òàêîå îáùåå ñâîéñòâî òåë,
êàê ïðîòÿæåííîñòü. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñðàâíèâàòü ïðî-
òÿæåííîñòü â îäíîì íàïðàâëåíèè è íàçîâåì òåëà, ïðîòÿ-
æåííîñòè êîòîðûõ ñðàâíèâàåì, ëèíåéêàìè. Ìåòîäèêà ñðàâ-
íåíèÿ òàêîâà: ïðèêëàäûâàåì ëèíåéêè òàê, ÷òîáû îäíè êîí-
öû ëèíååê íàõîäèëèñü íàïðîòèâ äðóã äðóãà, è íàáëþäàåì
çà îñòàâøèìèñÿ êîíöàìè. Åñëè îíè ñîâïàëè, òî ëèíåéêè
ñ÷èòàåì ðàâíûìè. Åñëè íåò, òî ìåíüøåé íàçîâåì òó, ÷åé
êîíåö ëåæèò íàïðîòèâ âíóòðåííåé ñòîðîíû äðóãîé ëèíåé-
êè. Ïîêà íè÷åãî íîâîãî – ýòî êà÷åñòâåííîå îòíîøåíèå,
ïðèìåíåííîå íå ê îáúåìàì òåë, êàê â ïðèìåðå 1, à ê èõ
ïðîòÿæåííîñòÿì.

Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå: èçìåðåíèåì ôèçè÷åñêèõ

ñâîéñòâ íàçûâàåòñÿ ïðîöåäóðà ñîîòíåñåíèÿ ýòèì ñâîéñòâàì

íåêîòîðûõ ÷èñåë òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñðàâíåíèå ñâîéñòâ

ìîæíî áûëî òåïåðü çàìåíèòü ñðàâíåíèåì ýòèõ ÷èñåë.

Äðóãèìè ñëîâàìè, óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ÷èñëàìè è ñâîéñòâàìè. Ìàòåìàòèêà
çäåñü ïðèñóòñòâóåò â ìåõàíèçìå ýòîãî ñîîòíåñåíèÿ.

Èòàê, åñëè èññëåäóåìîå ñâîéñòâî õàðàêòåðèçóåòñÿ âçàèì-
íî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ñ ÷èñëîì, òî îíî íàçûâàåòñÿ
ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé. Ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ ýòîãî ÷èñëà
è åñòü èçìåðåíèå.

Ïðèìåð 2. Áåðåì îäíó ëèíåéêó è ïðèíèìàåì åå äëèíó çà
åäèíèöó èçìåðåíèÿ. Äëèíàì âñåõ äðóãèõ ëèíååê ïðèïèñû-
âàåì ÷èñëà, ðàâíûå êîëè÷åñòâó ýòèõ åäèíè÷íûõ ëèíååê,
óêëàäûâàþùèõñÿ íà èçìåðÿåìîé ïðîòÿæåííîñòè. Âûðàçèì
ýòó ïðîöåäóðó ìàòåìàòè÷åñêè. Äëèíà íåêîòîðîé ëèíåéêè
âûðàæàåòñÿ òàê: 0L nL= , ãäå n – áåçðàçìåðíîå ÷èñëî, à 0L

– åäèíèöà èçìåðåíèÿ. Åñëè òåïåðü ó íàñ äâå ëèíåéêè,
ïðè÷åì 1 1 0L n L=  è 2 2 0L n L= , è íàäî íàéòè èõ ñóììàðíóþ
äëèíó (â áåçðàçìåðíûõ ÷èñëàõ), òî

( )1 2 1 2 1 0 2 0 1 2 0L L L n L n L n n L
+

= + = + = + .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèè ñóììà äëèí
ëèíååê ðàâíà ñóììå áåçðàçìåðíûõ ÷èñåë, êîòîðûå õàðàêòå-
ðèçóþò äëèíó êàæäîé èç íèõ.

Ïðèìåð 3. Âûáåðåì äðóãîé ñïîñîá ðàçáèåíèÿ. Âîçüìåì
ðàâíîìåðíî ðàçìå÷åííóþ ëèíåéêó è ïðîíóìåðóåì åå ïî
ñëåäóþùåìó çàêîíó: íà÷àëî – ÷èñëîì 1, ïåðâîå äåëåíèå –
÷èñëîì 2, âòîðîå – ÷èñëîì 4, …, n-å äåëåíèå – ÷èñëîì 2n .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà äåëåíèé îáîçíà÷åíà áåçðàçìåðíûì
÷èñëîì ïî çàêîíó 2n

P = . Ïóñòü åñòü äâå ëèíåéêè – äëèíîé

1P  è 
2P . Íàéäåì äëèíó ëèíåéêè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè

ñëîæåíèè ýòèõ äâóõ ( â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ Ð). Òåïåðü
çàêîí ðàçáèåíèÿ ëèíååê íåðàâíîìåðíûé: 2N , ãäå N – ÷èñëî
äåëåíèé. Íî ðàçìåòêà äåëåíèÿìè ðàâíîìåðíàÿ, ïîýòîìó

1 2N n n= + . Â åäèíèöàõ Ð ïîëó÷àåì

1 2 1 2

1 2 1 22 2 2 2N n n n n
P PP

+

+
= = = ◊ = ,

ò.å.

1 2P PP= .

Èíûìè ñëîâàìè, â òàêèõ åäèíèöàõ è ïðè òàêîì çàêîíå
íóìåðàöèè äåëåíèé äëèíà ñóììû äâóõ ëèíååê ðàâíà ïðîèç-
âåäåíèþ èõ äëèí. (Çàìåòèì, ÷òî èìåííî òàê ðàáîòàëà ëîãà-
ðèôìè÷åñêàÿ ëèíåéêà – àíàëîãîâûé êàëüêóëÿòîð, øèðîêî
èñïîëüçîâàâøèéñÿ âïëîòü äî íà÷àëà 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî
âåêà. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå â òîì, ÷òî äëÿ óäîáñòâà ïîëüçî-
âàíèÿ íà øêàëå ëîãàðèôìè÷åñêîé ëèíåéêè äåëåíèÿ íóìåðî-
âàëèñü ñ ïîìîùüþ íàòóðàëüíîãî ðÿäà ÷èñåë (1, 2, 3, …), à
äëèíà äåëåíèé áûëà íåðàâíîìåðíîé.

Òåïåðü ïîãîâîðèì áîëåå ïîäðîáíî îá èçìåðåíèÿõ ðàññòîÿ-
íèé, à èìåííî — áîëüøèõ ðàññòîÿíèé: îò îäíîãî ìåòðà äî
ðàçìåðà Âñåëåííîé.

Ó÷èòûâàÿ íàøè ñîáñòâåííûå ðàçìåðû, èçìåðÿòü ðàññòîÿ-
íèÿ ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî ïðèêëàäûâàíèÿ ýòàëîííûõ
ëèíååê ðåàëüíî ëèøü ïðè äëèíå ýòèõ ýòàëîíîâ ïîðÿäêà
îäíîãî ìåòðà. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ èñïîëüçóåòñÿ ãåî-
ìåòðèÿ. Â 1821–1823 ãîäàõ ýòèì çàíèìàëñÿ Ê.Ãàóññ. Îí
èçìåðèë óãëû ìåæäó âåðøèíàìè ãîð Áðîêåí, Õîõåõàãåí è
Èíçåëüáåðã (Ãåðìàíèÿ), ó÷åë ïîïðàâêó íà ñôåðè÷íîñòü
(íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè áûëî îêîëî
100 êì, ïðè ýòîì íà êàæäîé èç âåðøèí óãëîìåðíûå ãåîäåçè-
÷åñêèå ïðèáîðû óñòàíàâëèâàëèñü ïî ìåñòíîé ïëîñêîñòè
ãîðèçîíòà è ýòè ïëîñêîñòè íå áûëè ïàðàëëåëüíûìè). Â
ðåçóëüòàòå îí ïîëó÷èë, ÷òî èçìåðåííàÿ ñóììà âíóòðåííèõ
óãëîâ òðåóãîëüíèêà îòëè÷àåòñÿ îò 180° íà 0,680 äóãîâîé
ñåêóíäû. Ãàóññ ñ÷èòàë, ÷òî ýòà âåëè÷èíà íàõîäèòñÿ â ïðåäå-
ëàõ îøèáîê èçìåðåíèé, ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ åâê-
ëèäîâûì (â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè ýòèõ èçìåðåíèé). Òàêèì
îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ õîðîøî ðàçðàáîòàííûì
ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Íà ïðàêòèêå ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òîïîãðàôè-
÷åñêîé ñúåìêè çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè
ñòðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèå ðÿäà ïóíêòîâ – êàê â ïëàíå,
òàê è ïî âûñîòå. Ïîëîæåíèå íåñêîëüêèõ ïóíêòîâ (ãåîäåçè-
÷åñêîé îñíîâû) îïðåäåëÿåòñÿ ïî àñòðîíîìè÷åñêèì èçìåðå-
íèÿì: øèðîòà íàõîäèòñÿ ïî íàáëþäåíèþ íåáåñíûõ ñâåòèë, à
äîëãîòà – ïî ñðàâíåíèþ ìåñòíîãî âðåìåíè â äâóõ òî÷êàõ â
îäèí è òîò æå ìîìåíò. Ýòè ïóíêòû ñ÷èòàþòñÿ èñõîäíûìè, ñ
íèìè ãåîäåçè÷åñêèìè èçìåðåíèÿìè ñâÿçàíû âñå îñòàëüíûå.
Òàê îáðàçóåòñÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ñåòü, ïîêðûâàþùàÿ ïîâåðõ-
íîñòü Çåìëè. Ëèíèè, ñîåäèíÿþùèå îòäåëüíûå ïóíêòû, ìî-
ãóò îáðàçîâûâàòü òðåóãîëüíèêè èëè ìíîãîóãîëüíèêè. Äëè-
íà ñòîðîí ýòèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð ïîðÿäêà 25 êì. Ïî-
ñêîëüêó òàêèå ðàññòîÿíèÿ òðóäíî èçìåðèòü íåïîñðåäñòâåí-
íî ïðè îáû÷íîé ïðîçðà÷íîñòè àòìîñôåðû, áåðóò áàçèñ äëè-
íîé ïîðÿäêà 10 êì, êîòîðûé ñëóæèò îñíîâîé äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ áàçèñíîé ñåòè. Îíà, â ñâîþ î÷åðåäü,  ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ôîðìóëàì äëèí
ñòîðîí âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ãåîäåçè÷åñêîé ñåòè. Íàèáîëåå
òî÷íûå ñîâðåìåííûå èçìåðåíèÿ áàçèñà äëèíîé 10 êì ïðîèç-



âîäÿòñÿ ñ îøèáêîé 2 ìì.
Èìåííî òàêèì îáðàçîì
îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå
ðàññòîÿíèÿ íà ñóøå.

À âîò äëÿ íàõîæäåíèÿ
ðàçìåðà çåìíîãî ðàäèóñà
èñïîëüçóþòñÿ àñòðîíîìè-
÷åñêèå èçìåðåíèÿ. Â îäèí
è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè
äâà íàáëþäàòåëÿ ñìîòðÿò
ïðîõîæäåíèå îäíîé è òîé
æå çâåçäû ÷åðåç çåíèò.
Ïðè ýòîì íàáëþäàòåëè
äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ íà

îäíîì ìåðèäèàíå. Äëÿ áîëåå þæíîãî íàáëþäàòåëÿ çâåçäà â
çåíèòå íàõîäèòñÿ íà ëó÷å 1KS , äëÿ ñåâåðíîãî íàáëþäàòåëÿ
åå ïîëîæåíèå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ìåñòíîãî çåíèòà NM íà
óãîë θ  (ðèñ.1). Òàêèì îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëèòü ðàäèóñ
çåìíîãî øàðà R, çíàÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè N è
K, íàõîäÿùèìèñÿ íà îäíîì ìåðèäèàíå, è ðàçíîñòü èõ ãåî-
ãðàôè÷åñêèõ øèðîò.

Ïðèìåð 4. Îïðåäåëèì ðàäèóñ çåìíîãî øàðà ïî ãåîãðàôè-
÷åñêîé øèðîòå êîíêðåòíûõ ïóíêòîâ. Âîçüìåì íà êàðòå Ïîä-
ìîñêîâüÿ íà îäíîì è òîì æå ìåðèäèàíå äâà ïóíêòà –
Áîëüøîé Ìîñêâîðåöêèé ìîñò, åãî øèðîòà 55 45 00∞ ¢ ¢¢ , è
ìîñò ÷åðåç ðåêó Óïà â Òóëå, åãî øèðîòà 54 11 44∞ ¢ ¢¢ . Ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó ýòèìè ïóíêòàìè – 174 êì âäîëü ìåðèäèàíà.
Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó óãëîì, îáðàçóåìûì ðàäèóñàìè îê-
ðóæíîñòè, è äëèíîé äóãè ìåæäó íèìè, ïîëó÷àåì

6391*ìR NK θ= =  (åñòåñòâåííî, óãîë íàäî áðàòü â ðàäè-
àííîé ìåðå). Ðåàëüíî ðàäèóñ Çåìëè ðàâåí 6378 êì, îòëè÷èå
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî Çåìëÿ íå ñîâñåì øàð.

Ðàññòîÿíèÿ â ïðåäåëàõ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ìîæíî âû-
÷èñëÿòü ïî èçâåñòíûì ïåðèîäàì îáðàùåíèÿ ïëàíåò è òðå-
òüåìó çàêîíó Êåïëåðà. Íî òàê ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû
ëèøü îòíîñèòåëüíûå ðàññòîÿíèÿ. Àáñîëþòíûå æå ðàññòîÿ-
íèÿ â ïðåäåëàõ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ
èçìåðåíèé ãîðèçîíòàëüíûõ ïàðàëëàêñîâ íåáåñíûõ ñâåòèë.
Ïàðàëëàêñ – ýòî óãîë, íà êîòîðûé ñìåñòèòñÿ îáúåêò íà-
áëþäåíèÿ ïðè ïåðåìåùåíèè íàáëþäàòåëÿ íà íåêîòîðîå áà-
çîâîå ðàññòîÿíèå. Äëÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ áàçîâîå
ðàññòîÿíèå äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå áóäåò, êàê â ñòèõîòâîðåíèè Ïóøêèíà, ïîñâÿùåííîì
À.Ï.Êåðí: «ß åõàë ê âàì: æèâûå ñíû/ Çà ìíîé âèëèñü
òîëïîé èãðèâîé/ È ìåñÿö ñ ïðàâîé ñòîðîíû/ Ñîïðîâîæ-
äàë ìîé áåã ðåòèâûé…» Äðóãèìè ñëîâàìè, óãëîâîå ñìåùå-
íèå ìåñÿöà ïðè äâèæåíèè Àëåêñàíäðà Ñåðãååâè÷à â òå÷å-
íèå íåñêîëüêèõ ÷àñîâ áûëî ñîâåðøåííî íåçàìåòíî, îñîáåí-
íî ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðîìàäíûì óãëîâûì ñìåùåíèåì ýëåìåí-
òîâ ïåéçàæà.

Îöåíèì ñìåùåíèå Ëóíû îòíîñèòåëüíî çâåçä. Íàïîìíèì,
÷òî ñóòî÷íîå âðàùåíèå Çåìëè ïðèâîäèò ê óãëîâîìó ïåðåìå-
ùåíèþ íåáåñíîé ñôåðû ñî ñêîðîñòüþ 15°/÷. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ñêîðîñòü ïîâîçêè áûëà îêîëî 15 êì/÷, âðåìÿ ïîåçäêè ê
Êåðí – íå áîëåå 4 ÷, òîãäà áàçîâîå ðàññòîÿíèå ïîëó÷àåòñÿ
ïîðÿäêà 60 êì. Ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî Ëóíû, êàê òåïåðü
èçâåñòíî, ðàâíî 384400 êì, è óãëîâîå ñìåùåíèå Ëóíû îòíî-
ñèòåëüíî çâåçä (áåç ó÷åòà ñîáñòâåííîãî äâèæåíèÿ Ëóíû
âîêðóã Çåìëè) áóäåò ñîñòàâëÿòü 0,56¢¢  (èëè 78 ìèêðîðàäè-
àí), ÷òî íà ãëàç àáñîëþòíî íåçàìåòíî. Ó÷òåì ñîáñòâåííîå
äâèæåíèå Ëóíû âîêðóã Çåìëè. Îíî ïðîèñõîäèò ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ 0,5°/÷, ïîýòîìó çà 4 ÷ Ëóíà ñìåñòèòñÿ íà 2° – íà
ãëàç òîæå ñîâñåì íåçàìåòíî. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïàðàëëàêñà æåëàòåëüíû îäíîâðåìåííûå èçìåðåíèÿ èç äâóõ
ìåñò ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé áàçîâîé. (Ìîæíî, êîíå÷íî,
ïðîâîäèòü è íå îäíîâðåìåííûå èçìåðåíèÿ, íî òîãäà íåîáõî-

äèìî ó÷èòûâàòü èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ñâåòèëà çà âðåìÿ
ìåæäó èçìåðåíèÿìè.)

Íà çåìëå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ áàçà – äèàìåòð çåìíîãî
øàðà, âîò ïî÷åìó òðàäèöèîííî çà ýòàëîííóþ áàçó ïðèíèìà-
þò çåìíîé ðàäèóñ. Óãîë ð ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè, ïî êîòî-
ðûì ñâåòèëî Ì áûëî áû âèäíî èç öåíòðà Çåìëè è èç êàêîé-
íèáóäü òî÷êè íà åå ïîâåðõíîñòè, íàçûâàåòñÿ ñóòî÷íûì ïà-
ðàëëàêñîì ñâåòèëà. Èíûìè ñëîâàìè, ñóòî÷íûé ïàðàëëàêñ
åñòü óãîë, ïîä êîòîðûì ñî ñâåòèëà áûë áû âèäåí ðàäèóñ
Çåìëè, ïðîâåäåííûé èç öåíòðà Çåìëè íà åå ïîâåðõíîñòü (â
èñõîäíóþ òî÷êó íàáëþäåíèÿ). Åñëè ñâåòèëî íàáëþäàåòñÿ
íà ãîðèçîíòå, òî ñóòî÷íûé ïàðàëëàêñ ìàêñèìàëåí. Â ýòîì
ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì ïàðàëëàêñîì. Òàê
êàê Çåìëÿ èìååò ôîðìó íå ñôåðû, à ñôåðîèäà, òî ãîðèçîí-
òàëüíûå ïàðàëëàêñû âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ îäíîãî êîíêðåòíîãî
ðàäèóñà. Ýòî — ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ Çåìëè 0 6378 *ìR = ,
à ãîðèçîíòàëüíûå ïàðàëëàêñû, âû÷èñëåííûå äëÿ íåãî, íà-
çûâàþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè ýêâàòîðèàëüíûìè ïàðàëëàêñà-
ìè 0p . (Åñòåñòâåííî, íåò íåîáõîäèìîñòè ïðîâîäèòü àñòðî-
íîìè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî íà ýêâàòîðå. Òàê
êàê ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû îáñåðâàòîðèé èçâåñòíû, òî
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, âû-
ïîëíåííûõ òàì, ìîæíî
ïåðåñ÷èòàòü íà ëþáóþ òî÷-
êó çåìíîé ïîâåðõíîñòè.)
Èìåííî ýòè ïàðàëëàêñû
òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû è
ïðèâîäÿòñÿ â ñïðàâî÷íè-
êàõ. Ãîðèçîíòàëüíûé ïà-
ðàëëàêñ ó âñåõ òåë Ñîë-
íå÷íîé ñèñòåìû âåñüìà íå-
âåëèê – ó Ëóíû îí ðàâåí
57¢ , ó Ñîëíöà – 8,79¢¢, ó
áîëüøèíñòâà  ïëàíåò –
ìåíüøå 1¢.

Çíàÿ ãîðèçîíòàëüíûé ýêâàòîðèàëüíûé ïàðàëëàêñ ñâåòè-
ëà, ëåãêî îïðåäåëèòü åãî ðàññòîÿíèå äî öåíòðà Çåìëè (ðèñ.2).
Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÒÎÌ èìååì 0 0sinR pΔ = .
Äëÿ âñåõ ñâåòèë, êðîìå Ëóíû, ïàðàëëàêñû î÷åíü ìàëû,
ïîýòîìó äàííóþ ôîðìóëó ìîæíî íàïèñàòü èíà÷å: ïîëîæèâ

0 0 0sin sin1 2p p p= =¢¢ ¢¢ ¢¢ 06265, ïîëó÷èì

0

0

206265R

p
Δ =

¢¢

.

Ðàññòîÿíèå Δ  ïîëó÷àåòñÿ â òåõ æå åäèíèöàõ, ÷òî è ðàäèóñ
Çåìëè 0R , ÷èñëî 206265 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé âåëè÷èíîé ñè-
íóñà îäíîé äóãîâîé ñåêóíäû,
à ãîðèçîíòàëüíûé ýêâàòîðè-
àëüíûé ïàðàëëàêñ áåðåòñÿ â
äóãîâûõ ñåêóíäàõ. Íàèáîëü-
øåå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå íà-
áëþäàåòñÿ ìåæäó Çåìëåé è
ñàìûì äàëüíèì îáúåêòîì
Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, ðàâíî
6055959000 êì ( 0 0,22p = ¢¢ ).
Ýòî ðàññòîÿíèå ñâåò ïðîõî-
äèò çà 5 ÷àñîâ 36 ìèíóò.

Ïîÿâëåíèå è ðàçâèòèå ðà-
äèîëîêàöèè â ñåðåäèíå XX
âåêà ïîçâîëèëî íåïîñðåä-
ñòâåííî îïðåäåëèòü ðàññòîÿ-
íèÿ äî ðÿäà ïëàíåò (âïëîòü Ðèñ. 3

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1
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Íåîáõîäèìî ïðèçíàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà âèäà òåïëà,
îäíî ñâåòÿùååñÿ,… äðóãîå òåìíîå.

Æîðæ Áþôôîí

Òåïëî, êîòîðîå èçëó÷àåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âñåõ òåë…, ïîä÷è-
íÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì çàêîíàì è âûçûâàåò ñàìûå ðàçëè÷íûå
ÿâëåíèÿ.

Æàí Ôóðüå

…ìîÿ ôîðìóëà èçëó÷åíèÿ äî ñèõ ïîð óäîâëåòâîðèòåëüíî

îïðàâäûâàëàñü äàæå ïðè î÷åíü òî÷íûõ ñèñòåìàòè÷åñêèõ
èçìåðåíèÿõ.

Ìàêñ Ïëàíê

…îïûòû, êàñàþùèåñÿ «èçëó÷åíèÿ ÷åðíîãî òåëà», ôîòîëþ-
ìèíåñöåíöèè, âîçíèêíîâåíèÿ êàòîäíûõ ëó÷åé,… ëó÷øå îáúÿñ-
íÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ýíåðãèÿ ñâåòà ðàñïðåäåëÿåòñÿ
ïî ïðîñòðàíñòâó äèñêðåòíî.

Àëüáåðò Ýéíøòåéí

À òàê ëè õîðîøî çíàêîìî âàì
èçëó÷åíèå?

Ñîáñòâåííî, ãîâîðÿ îá èçëó÷åíèè, ìû äîëæíû áûëè
áû ïåðå÷èñëèòü ñòîëüêî åãî âèäîâ, ÷òî íå õâàòèëî áû
è öåëîãî âûïóñêà íàøåé ðóáðèêè. Âåäü èçëó÷åíèå
âêëþ÷àåò ñâåòîâûå âîëíû è âûëåòàþùèå èç àòîìíîãî
ÿäðà ôðàãìåíòû, òîðìîçíîå èçëó÷åíèå çàðÿæåííûõ
÷àñòèö è êîñìè÷åñêèå ëó÷è, îäèí èç âèäîâ òåïëîïåðå-
äà÷è è ïåðåíîñ èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ òåëå- è
ðàäèîàíòåíí… Åñëè îáúåäèíèòü âñå îäíèì îïðåäåëå-
íèåì, òî èçëó÷åíèå – ýòî ðàñïðîñòðàíåíèå ýíåðãèè â
ôîðìå âîëí è ÷àñòèö. Íåîáúÿòíàÿ òåìà!

Îäíàêî â èñòîðèè èññëåäîâàíèé ðàçíîãî ðîäà èçëó-
÷åíèé ÷åòêî ïðîñìàòðèâàåòñÿ îäèí «äðàìàòè÷íûé»
ñþæåò. Ê êîíöó XIX âåêà â ôóíäàìåíòå êðåïêî âûñòðî-
åííîãî âåëè÷åñòâåííîãî çäàíèÿ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè
âîçíèêëà íåáîëüøàÿ âðîäå áû òðåùèíêà, è åå ïîÿâëå-
íèå áûëî ñâÿçàíî ñ îñîáåííîñòÿìè òåïëîâîãî èçëó÷å-
íèÿ. Ïîïûòêè íàéòè èì îáúÿñíåíèå â ðàìêàõ ñëîæèâ-
øèõñÿ ïðåäñòàâëåíèé ïðèâîäèëè ê íåâåðîÿòíûì ðå-
çóëüòàòàì – òàê íàçûâàåìîé óëüòðàôèîëåòîâîé êàòà-
ñòðîôå, êîãäà ëþáîå òåëî èç-çà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ
äîëæíî áûëî îñòûâàòü äî àáñîëþòíîãî íóëÿ! È ëèøü
ââåäåíèå â ôèçèêó ñîâåðøåííî íåïðèâû÷íîãî, ÷óæäî-
ãî åé ïîíÿòèÿ êâàíòà ïîçâîëèëî íàéòè âûõîä èç
ñëîæíîé ñèòóàöèè. Âìåñòå ñ òåì, ýòî ïîíÿòèå äàëî
íà÷àëî íîâîìó âèòêó ïðîãðåññà íàóêè, áåñïðåöåäåíò-
íûé âêëàä â êîòîðûé âíåñëà êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà.

Íûíåøíèé, 2005 ãîä îáúÿâëåí «Âñåìèðíûì ãîäîì
ôèçèêè» – â îçíàìåíîâàíèå ñòîëåòèÿ âûõîäà â ñâåò
ðåâîëþöèîííûõ ýéíøòåéíîâñêèõ ðàáîò, îäíà èç êîòî-
ðûõ ðàçâèâàëà èäåè êâàíòîâîé òåîðèè. Â ìåðó íàøèõ
ñêðîìíûõ ñèë, ýòèì âûïóñêîì «Êàëåéäîñêîïà» ìû
òîæå õîòèì îòìåòèòü ñåé ñëàâíûé þáèëåé.

Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Êîãäà ÷àéíèê èçëó÷àåò áîëüøå: êîãäà â íåì êèïÿ-
òîê èëè êîãäà â íåì âîäà êîìíàòíîé òåìïåðàòóðû?

2. Êàêîé îáúåêò ÷åðíåå âñåãî?
3. Ïî÷åìó çðà÷îê êàæåòñÿ ÷åðíûì?
4. Âíóòðü çàìêíóòîé îáîëî÷êè, ïîääåðæèâàåìîé ïðè

ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå, ïîìåùàþò íåñêîëüêî òåë,
îäíî èç íèõ ñ àáñîëþòíî çåðêàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ.
Óñòàíîâèòñÿ ëè â òàêîé ñèñòåìå òåïëîâîå ðàâíîâåñèå?

5. Ñîëíå÷íûå ëó÷è ñ ïîìîùüþ âîãíóòîãî çåðêàëà
íàïðàâëÿþòñÿ ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â çàìêíóòóþ
ïîëîñòü, ñòåíêè êîòîðîé íå ïðîâîäÿò òåïëî. Ìîæíî ëè,
óâåëè÷èâàÿ ðàçìåðû çåðêàëà, íåîãðàíè÷åííî ïîâû-
øàòü òåìïåðàòóðó âíóòðè ïîëîñòè?

6. Îò ÷åãî çàâèñèò ïîêàçàíèå òåðìîìåòðà, ïðèêðåï-
ëåííîãî ñíàðóæè ê ñïóòíèêó ñ åãî òåíåâîé ñòîðîíû?

7. Êàçàëîñü áû, îäåæäà ìåòàëëóðãîâ, ïîæàðíûõ è
ñïàñàòåëåé äîëæíà îáëàäàòü íèçêîé òåïëîïðîâîäíîñ-
òüþ, ÷òîáû íå ïðîïóñêàòü âíóòðü îáæèãàþùèé æàð.
Îäíàêî èõ êîñòþìû ñíàðóæè ïîêðûâàþò òîíêèì ñëîåì
ìåòàëëè÷åñêîé ôîëüãè – ïðåêðàñíîãî ïðîâîäíèêà
òåïëà. Äëÿ ÷åãî?

8. Ïî÷åìó ìåë ñðåäè ðàñêàëåííûõ óãëåé âûãëÿäèò
òåìíûì?

9. Êàðòîôåëü ñîáèðàþòñÿ çàïå÷ü â ôîëüãå, îäíà
ñòîðîíà êîòîðîé ìàòîâàÿ, à äðóãàÿ áëåñòÿùàÿ. Êàêàÿ
ñòîðîíà äîëæíà áûòü ñíàðóæè?

10. Åñëè ÷åðíûé ïðåäìåò ïîãëîùàåò ïàäàþùèå íà
íåãî âèäèìûå ëó÷è, òî ïî÷åìó îí âèäåí?

11. Ìîæåò ëè çîëîòî èìåòü öâåò ñåðåáðà?
12. Îäíè çâåçäû êàæóòñÿ áåëûìè, äðóãèå – êðàñíû-

ìè, òðåòüè – ãîëóáûìè. À ïî÷åìó íå áûâàåò çåëåíûõ
çâåçä?

13. Ìîíîõðîìàòè÷åñêèé ñâåò êàêîãî öâåòà – êðàñíî-
ãî èëè ôèîëåòîâîãî – îêàçûâàåò ïðè îäèíàêîâîé
èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà ôîòîíîâ áîëüøåå äàâëåíèå íà
ïîâåðõíîñòü òåëà?

14. Ëàçåðíûé ëó÷ êðàñíîãî öâåòà íàïðàâëÿþò ïîî÷å-
ðåäíî íà êðàñíîå è çåëåíîå ñòåêëà. Êàêîå ñòåêëî áóäåò
èñïûòûâàòü áîëüøåå äàâëåíèå? À åñëè âìåñòî ñòåêîë
âçÿòü êðàñíóþ è çåëåíóþ áóìàãó?

15. Ïî÷åìó íà ñíèìêàõ, ñäåëàííûõ â èíôðàêðàñíûõ
ëó÷àõ, çåëåíàÿ ðàñòèòåëüíîñòü êàæåòñÿ áåëîé?

16. Â ñòåêëÿííûé ñîñóä, èç êîòîðîãî ÷àñòè÷íî îòêà÷à-
ëè âîçäóõ, ïîìåùåíà ëåãêàÿ êðåñòîâèíà ñ ÷åòûðüìÿ
ëåïåñòêàìè, ñâîáîäíî âðàùàþùàÿñÿ âîêðóã âåðòè-
êàëüíîé îñè. Ïîâåðõíîñòü êàæäîãî ëåïåñòêà ñ îäíîé
ñòîðîíû çåðêàëüíàÿ, ñ äðóãîé – çà÷åðíåííàÿ, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Â ÿðêî îñâåùåííîì ïîìåùåíèè
êðåñòîâèíà íà÷èíàåò âðàùàòüñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
Îáúÿñíÿåòñÿ ëè ýòîò îïûò ñâåòîâûì äàâëåíèåì?



17. Ìîæåò ëè êàêîå-íèáóäü òåëî
ïîêîèòüñÿ â ïîëå òÿãîòåíèÿ Ñîëí-
öà?

18. Ñâåò ïàäàåò íà ïëîñêóþ ïëàñ-
òèíêó ïîä íåêîòîðûì óãëîì. Â êà-
êîì íàïðàâëåíèè áóäåò îòòàëêè-
âàòüñÿ ïëàñòèíêà, åñëè åå ïîâåðõ-
íîñòü: à) ïîãëîùàåò âåñü ñâåò; á)
çåðêàëüíî îòðàæàåò ñâåò?

19. Êàê áóäåò îðèåíòèðîâàòüñÿ
îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà ñïóòíèê ñôå-
ðè÷åñêîé ôîðìû, îäíà ñòîðîíà êî-

òîðîãî çåðêàëüíàÿ, à äðóãàÿ ïîêðûòà ÷åðíûìè òåðìî-
áàòàðåÿìè?

Ìèêðîîïûò

Ñíèìèòå ñ äâóõ îäèíàêîâûõ ïóñòûõ êîíñåðâíûõ
áàíîê íàêëåéêè. Çàêîïòèâ èëè çàêðàñèâ ÷åðíîé êðàñ-
êîé îäíó áàíêó, äðóãóþ îñòàâüòå ñâåòëîé. Íàëåéòå â
îáå áàíêè ãîðÿ÷óþ âîäó è ïîñìîòðèòå, â êàêîé èç íèõ
âîäà îñòûíåò áûñòðåå (îïûò ìîæíî ïðîâîäèòü è â
òåìíîòå).

Ëþáîïûòíî, ÷òî…

…ñâÿçü ìåæäó ñâåòîâûìè è òåïëîâûìè ëó÷àìè áûëà
èçâåñòíà ñî âðåìåí àíòè÷íîñòè. Áîëåå òîãî, ñëîâî
«ôîêóñ» îçíà÷àåò íà ëàòèíñêîì ÿçûêå «îãîíü», «î÷àã»,
÷òî â ïðèìåíåíèè ê âîãíóòûì çåðêàëàì è ëèíçàì
ñâèäåòåëüñòâóåò î ïåðâîî÷åðåäíîì âíèìàíèè ê êîí-
öåíòðàöèè òåïëîâûõ, à íå ñâåòîâûõ ëó÷åé. Ñðåäè
ìíîãèõ ýêñïåðèìåíòîâ XVI–XVIII âåêîâ îñîáî âûäåëÿ-
åòñÿ îïûò, ïðîâåäåííûé Ýäìîì Ìàðèîòòîì, â êîòîðîì
ïîðîõ âîñïëàìåíÿëñÿ òåïëîâûìè ëó÷àìè, îòðàæåííû-
ìè âîãíóòûì çåðêàëîì, èçãîòîâëåííûì èç... ëüäà.

…Óèëüÿì Ãåðøåëü, çíàìåíèòûé îòêðûòèåì ïëàíåòû
Óðàí, îáíàðóæèâ â ñïåêòðå Ñîëíöà íåâèäèìûå –
èíôðàêðàñíûå – ëó÷è, áûë òàê ïîðàæåí, ÷òî äâàäöàòü
ëåò õðàíèë îá ýòîì îïûòå ìîë÷àíèå. À âîò â òîì, ÷òî
Ìàðñ îáèòàåì è íàñåëåí ëþäüìè, îí íå ñîìíåâàëñÿ…

…åùå â 1830 ãîäó èòàëüÿíñêèé ôèçèê Ëåîïîëüäî
Íîáèëè ñóìåë ñîçäàòü òåðìîìóëüòèïëèêàòîð, ðåàãè-
ðîâàâøèé íà òåïëîâîå èçëó÷åíèå ÷åëîâåêà, íàõîäÿùå-
ãîñÿ îò íåãî â äåñÿòè ìåòðàõ. Â äàëüíåéøåì òåðìîïå-
ëåíãàöèÿ ðàçâèëàñü íàñòîëüêî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ÷óâ-
ñòâèòåëüíûõ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ïðèáîðîâ – áîëî-
ìåòðîâ – ñòàëî âîçìîæíûì óëîâèòü òåïëî îò çàææåí-
íîé ñïè÷êè íà ðàññòîÿíèè â íåñêîëüêî êèëîìåòðîâ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, è ñâåðõâûñîêèå òåìïåðàòóðû â äåñÿò-
êè ìèëëèîíîâ ãðàäóñîâ, õàðàêòåðíûå äëÿ òåðìîÿäåð-
íûõ óñòàíîâîê, èçìåðÿþò òàêæå ïî òåïëîâîìó èçëó÷å-
íèþ.

…ìîäåëü àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà ïðåäëîæèë â 1860
ãîäó Ãóñòàâ Êèðõãîô. Ê òåïëîâîìó èçëó÷åíèþ òàêîãî
òåëà áëèçêî ïî ñïåêòðàëüíîìó ñîñòàâó Ñîëíöå. À èç
«çåìíûõ» ìàòåðèàëîâ áîëüøå âñåãî ñîîòâåòñòâóþò
åìó ïëàòèíà è ïëàâëåíûé îêñèä òîðèÿ ïðè òåìïåðàòó-
ðå çàòâåðäåâàíèÿ ïëàòèíû.

…ïðîôåññîð Ïðèíñòîíñêîãî óíèâåðñèòåòà Ýðèê Ðîä-
æåðñ, íàïèñàâøèé èçäàííóþ âî ìíîãèõ ñòðàíàõ «Ôè-

çèêó äëÿ ëþáîçíàòåëüíûõ», äàë ñâîåîáðàçíîå «îïèñà-
íèå» àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà: «íèêàêàÿ ÷åðíàÿ êðàñêà
íà ñîáà÷üåé êîíóðå íå âûãëÿäèò ÷åðíåå îòêðûòîé äëÿ
ñîáàêè äâåðöû».

…â ñâîåé äèññåðòàöèè, ïðåäñòàâëåííîé â 1893 ãîäó,
ðóññêèé ôèçèê Áîðèñ Ãîëèöûí âïåðâûå ââåë ïîíÿòèå
òåìïåðàòóðû òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ è ïðåäâîñõèòèë ìíî-
ãèå âûâîäû áóäóùåé êâàíòîâîé òåîðèè. Íî ðåçêèé
îòçûâ îïïîíåíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ áûë îòêðûâøèé
çàêîíû ôîòîýôôåêòà Ñòîëåòîâ, çàñòàâèëè Ãîëèöèíà
îòêàçàòüñÿ îò ïðîäîëæåíèÿ ýòîé ðàáîòû.

…àâòîðà çàêîíà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ Ãóñòàâ Êèðõãî-
ôà, íà÷àâøåãî ãëóáîêèé ïåðåñìîòð îñíîâ êëàññè÷åñ-
êîé ôèçèêè, ñìåíèë íà êàôåäðå Áåðëèíñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà Ìàêñ Ïëàíê, ââåäøèé â íàóêó íåêëàññè÷åñêîå
ïîíÿòèå êâàíòà äåéñòâèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ÷åðåç ñîðîê
ëåò Ïëàíê ïåðåäàë êàôåäðó Ýðâèíó Øðåäèíãåðó –
îäíîìó èç ñîçäàòåëåé íîâîé, êâàíòîâîé, ìåõàíèêè.

…ìíîãèå ãîäû ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ îñíîâîïîëàãàþ-
ùåé ðàáîòû Ýéíøòåéíà ïî ôîòîýôôåêòó åãî òåîðèÿ
êâàíòîâ ñâåòà ïî èðîíèè èñòîðèè íå íàõîäèëà ïîíèìà-
íèÿ ó ñàìîãî «îòöà êâàíòà» Ïëàíêà è ïîäâåðãàëàñü
êðèòèêå, â òîì ÷èñëå è íà òàêîì ïðåäñòàâèòåëüíîì
ñîáðàíèè ôèçèêîâ, êàê Ñîëüâååâñêèé êîíãðåññ. Íå-
ñêîëüêèìè äåñÿòèëåòèÿìè ïîçæå àêàäåìèê Ñåðãåé
Âàâèëîâ ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî åãî îïûòû îïðîâåðãàþò
êâàíòîâóþ òåîðèþ, ïðàâäà âñêîðå îí ïðåîäîëåë çàá-
ëóæäåíèÿ è ðàçðàáîòàë ñïîñîá íåïîñðåäñòâåííîãî
çðèòåëüíîãî íàáëþäåíèÿ îòäåëüíûõ êâàíòîâ ñâåòà.

……òàê íàçûâàåìûå ÷åðíûå äûðû – êîñìè÷åñêèå îáúåê-
òû, îáëàäàþùèå ñòîëü áîëüøèì ïðèòÿæåíèåì, ÷òî
äàæå êâàíòû ñâåòà íå ìîãóò èõ ïîêèíóòü, – òåì íå ìåíåå,
ñïîñîáíû èçëó÷àòü. Äåëî â òîì, ÷òî â îêðåñòíîñòÿõ
÷åðíîé äûðû ïîä âîçäåéñòâèåì êîëîññàëüíîãî òÿãîòå-
íèÿ ïðîèñõîäèò ðîæäåíèå ðåàëüíûõ ÷àñòèö, â òîì ÷èñëå
ôîòîíîâ, èç …âàêóóìà. Ïðè÷åì ñïåêòð âîçíèêàþùåãî
èçëó÷åíèÿ, êàê óñòàíîâèë çíàìåíèòûé àíãëèéñêèé ôè-
çèê-òåîðåòèê Ñòèâåí Õîêèíã, îêàçûâàåòñÿ â òî÷íîñòè
òàêèì æå, êàê è ñïåêòð àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà.

×òî ÷èòàòü â «Êâàíòå» îá èçëó÷åíèè

(ïóáëèêàöèè ïîñëåäíèõ ëåò)

1. «Ëàçåðíàÿ óêàçêà» – 2000, ¹3, ñ.18;

2. «Âîëíîâàÿ ìåõàíèêà Ýðâèíà Øðåäèíãåðà» – 2000, ¹3,

ñ.23;

3. «Õî÷åøü îáùàòüñÿ – èçëó÷àé» – 2000, ¹5, ñ.37;

4. «Êàê ëèíåéêîé èçìåðèòü äëèíó âîëíû ëàçåðíîãî èçëó-

÷åíèÿ» – 2000, ¹6, ñ.31;

5. «Àëüáåðò Ýéíøòåéí» – 2001, ¹1, ñ11;

6. «Ëåáåäåâñêèå êðûëûøêè» – 2001, ¹2, ñ.11;

7. «Ðàäèîâîëíû íà çåìëå è â êîñìîñå» – 2002, ¹1, ñ.2;

8. «Ïîä äàâëåíèåì ëóííîãî ñâåòà» – 2002, ¹4, ñ.40;

9. «Íåáî ñèíåå, Ñîëíöå êðàñíîå» – 2003, ¹1, ñ.37;

10. «Êàëåéäîñêîï «Êâàíòà» – 2004, ¹3, ñ.32;

11. «Èç ãëóáèí Âñåëåííîé» – 2004, Ïðèëîæåíèå ¹4, ñ.122.

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë
À.Ëåîíîâè÷
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äî Þïèòåðà). Îíè îêàçàëèñü èìåííî òåìè, ÷òî áûëè âû÷èñ-
ëåíû ïî ãîðèçîíòàëüíûì ýêâàòîðèàëüíûì ïàðàëëàêñàì.

Ðàññòîÿíèÿ îò Ñîëíöà äî áëèæàéøèõ çâåçä îïðåäåëÿþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ãîäè÷íûõ ïàðàëëàêñîâ. Ïðèíöèï òîò æå, ÷òî è

äëÿ ñóòî÷íûõ ãîðèçîí-
òàëüíûõ ïàðàëëàêñîâ, íî
áàçà ãîðàçäî áîëüøå
(ðèñ.3). Ïðè ýòîì ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ óãëîâîå ñìå-
ùåíèå çâåçäû îòíîñèòåëü-
íî áîëåå óäàëåííûõ çâåçä
ñ ïîëóãîäîâûì èíòåðâà-
ëîì ìåæäó èçìåðåíèÿìè,
êîãäà Çåìëÿ ïåðåìåñòèò-
ñÿ íà ðàññòîÿíèå äèàìåò-

ðà ñâîåé îðáèòû. Óãîë, ïîä êîòîðûì áûë áû âèäåí ñðåäíèé
ðàäèóñ çåìíîé îðáèòû ïðè óñëîâèè, ÷òî íàïðàâëåíèå íà
çâåçäó ïåðïåíäèêóëÿðíî ðàäèóñó, íàçûâàåòñÿ ãîäè÷íûì ïà-
ðàëëàêñîì çâåçäû è îáîçíà÷àåòñÿ π  (ðèñ.4). Ôîðìóëà
àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåé, òîëüêî â êà÷åñòâå áàçû òåïåðü
âçÿò ñðåäíèé ðàäèóñ çåìíîé îðáèòû à = 149600000 êì:

206265aΔ
π

=

¢¢

.

Ñìåùåíèÿ ýòè ñîâñåì íåâåëèêè. Òàê, áëèæàéøàÿ ê íàì
çâåçäà Ïðîêñèìà (â ïåðåâîäå ñ ãðå÷åñêîãî – áëèæàéøàÿ) èç
ñîçâåçäèÿ Öåíòàâðà èìååò ãîäè÷íûé ïàðàëëàêñ 0,762π = ¢¢ .
Â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé ñ Çåìëè áûëè èçìåðåíû ãîäè÷íûå
ïàðàëëàêñû áîëåå 16000 çâåçä.

Íàèëó÷øèå ñîâðåìåííûå îïðåäåëåíèÿ ãîäè÷íûõ ïàðàë-
ëàêñîâ âûïîëíÿþòñÿ ñ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ. Åùå â 1966
ãîäó ôðàíöóçñêèé àñòðîíîì Ï.Ëàêóðò ïðåäëîæèë èñïîëü-
çîâàòü ñïóòíèê äëÿ ïðîâåäåíèÿ ìàññîâûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ
íàáëþäåíèé. Â 1975 ãîäó áûë ñîçäàí è îäîáðåí Åâðîïåéñ-
êèì êîñìè÷åñêèì àãåíòñòâîì ïðîåêò «Ãèïïàðêîñ» – â ïåðå-
âîäå «ñïóòíèê äëÿ ñáîðà âûñîêîòî÷íûõ ïàðàëëàêñîâ». Ëå-
òîì 1989 ãîäà êîñìè÷åñêèé àïïàðàò áûë âûâåäåí íà îðáèòó,
è ÷åðåç íåñêîëüêî ìåñÿöåâ íà÷àëèñü ñèñòåìàòè÷åñêèå íà-
áëþäåíèÿ. Â ïðîãðàììó íàáëþäåíèé áûëî âêëþ÷åíî îêîëî
100 òûñÿ÷ çâåçä, êàæäàÿ èç íèõ íàáëþäàëàñü 60–80 ðàç ïðè
òî÷íîñòè åäèíè÷íîãî íàáëþäåíèÿ 0,01¢¢ , ÷òî â ðåçóëüòàòå
äàëî òî÷íîñòü îêîëî 0,001 0,002- ¢¢ .

Â àñòðîíîìèè, ïîìèìî êèëîìåòðîâ, ïðèíÿòû ñëåäóþùèå
åäèíèöû ðàññòîÿíèé:

àñòðîíîìè÷åñêàÿ åäèíèöà (à.å.) – ñðåäíåå ðàññòîÿíèå îò
Çåìëè äî Ñîëíöà (ðàâíîå 149600000 êì);

ïàðñåê (ïê), ñîêðàùåííî îò «ïàðàëëàêñ» è «ñåêóíäà»–
ðàññòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ãîäè÷íîìó ïàðàëëàêñó â 1¢¢ ;

ñâåòîâîé ãîä – ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ñâåò ïðîõîäèò çà îäèí
ãîä.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýòèìè åäèíèöàìè òàêîâî:
121 C* 30,86 10  *ì 206265 =.�. 3,26= ◊ = =  ñâåòîâîãî ãîäà;

1 ñâåòîâîé ãîä = 129,460 10  *ì 63240 =.�. 0,3067 C*◊ = = .

Â àñòðîíîìè÷åñêèõ åäèíèöàõ îáû÷íî âûðàæàþò ðàññòîÿ-
íèÿ äî òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Íàïðèìåð, Ìåðêóðèé íàõî-
äèòñÿ îò Ñîëíöà íà ðàññòîÿíèè 0,387 à.å., à Ïëóòîí – íà
ðàññòîÿíèè 39,4 à.å. Ðàññòîÿíèÿ äî íåáåñíûõ òåë çà ïðåäå-
ëàìè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû îáû÷íî âûðàæàþòñÿ â ïàðñåêàõ,
êèëîïàðñåêàõ ( 310  C* ) è ìåãàïàðñåêàõ ( 610  C* ), à òàêæå â
ñâåòîâûõ ãîäàõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîä ãîäè÷íûõ ïàðàëëàêñîâ òåîðåòè-
÷åñêè ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü ðàññòîÿíèÿ äî 1600 ñâåòîâûõ ëåò
( 0,002Δ = ¢¢ ). Íî íà òàêîì áîëüøîì ðàññòîÿíèè òî÷íîñòü
èçìåðåíèÿ óìåíüøàåòñÿ äî 50%.

Åùå áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ óäàëîñü èçìåðèòü äðóãèì ìåòî-
äîì, îñíîâàííîì íà èçó÷åíèè çàêîíîìåðíîñòåé ñâåòèìîñòè
ïåðåìåííûõ çâåçä. Âî Âñåëåííîé âñòðå÷àþòñÿ ïåðåìåííûå
çâåçäû äâóõ òèïîâ – çàòìåííî-ïåðåìåííûå, êîãäà èìåþòñÿ
äâå çâåçäû, âðàùàþùèåñÿ âîêðóã îáùåãî öåíòðà ìàññ è ïðè
ýòîì áîëåå ÿðêàÿ ïåðèîäè÷åñêè çàòìåâàåò ìåíåå ÿðêóþ, è
ôèçè÷åñêè ïåðåìåííûå, êîãäà ïóëüñèðóåò îäíà çâåçäà. Òè-
ïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì ôèçè÷åñêè ïåðåìåííîé çâåçäû, ðå-
ãóëÿðíî ìåíÿþùåé ñâîþ ÿðêîñòü, ÿâëÿåòñÿ çâåçäà δ  ñîçâåç-
äèÿ Öåôåÿ. Âñå ôèçè÷åñêè ïåðåìåííûå çâåçäû (à èõ äîñòà-
òî÷íî ìíîãî âî Âñåëåííîé) ïðèíÿòî íàçûâàòü öåôåèäàìè. Â
íà÷àëå XX âåêà â Ãàðâàðäñêîé îáñåðâàòîðèè (ÑØÀ) ñòàëè
èçó÷àòü öåôåèäû â ñîñåäíåé ãàëàêòèêå, èçâåñòíîé ïîä íà-
çâàíèåì Ìàãåëëàíîâîãî îáëàêà. Êàæäàÿ öåôåèäà èìååò
ñâîé õàðàêòåðíûé ïåðèîä èçìåíåíèÿ ÿðêîñòè: îò íåñêîëü-
êèõ äíåé äî ñîòåí äíåé è áîëåå. Áûëà íàéäåíà çàêîíîìåð-
íîñòü: ÷åì äëèííåå îêàçûâàëñÿ ïåðèîä èçìåíåíèÿ ÿðêîñòè,
òåì ÿð÷å áûëà ñàìà çâåçäà. À ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî
Ìàãåëëàíîâîãî îáëàêà âî ìíîãî ðàç áîëüøå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ñàìèìè çâåçäàìè, ò.å. ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ èõ ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ðàâíîóäàëåííûìè îò Çåìëè. Îòñþäà âûâîä:
ñâÿçü ìåæäó ïåðèîäîì è ÿðêîñòüþ íîñèò àáñîëþòíûé õà-
ðàêòåð, öåôåèäû ñ îäèíàêîâûì ïåðèîäîì îáëàäàþò îäèíà-
êîâîé ÿðêîñòüþ. Ïîýòîìó, åñëè íà íåáå îáíàðóæèâàëèñü
äâå öåôåèäû ñ îäèíàêîâûìè ïåðèîäàìè, íî ïðè ýòîì ÿð-
êîñòü îäíîé áûëà â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå, òî ýòî îçíà÷àëî,
÷òî îíà ðàñïîëîæåíà âäâîå äàëüøå – ÿðêîñòü ìåíÿåòñÿ
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ.

Ñàìîå æå áîëüøîå èç èçâåñòíûõ ðàññòîÿíèé áûëî èçìåðå-
íî òàê. Â îïòèêå èçâåñòåí ýôôåêò Äîïëåðà – èçìåíåíèå
÷àñòîòû ñâåòà, èçëó÷àåìîãî îáúåêòîì, ïðè åãî ïðèáëèæåíèè
ê íàáëþäàòåëþ èëè óäàëåíèè îò íåãî. Â àêóñòèêå ýòîò
ýôôåêò òîæå ñóùåñòâóåò – êàæäûé, êòî íàõîäèëñÿ íà æå-
ëåçíîäîðîæíîé ïëàòôîðìå ïðè ïðîõîæäåíèè ñèãíàëÿùåé
ýëåêòðè÷êè, ìîã óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè òîí ñèã-
íàëà âûñîêèé, à ïðè óäàëåíèè íèçêèé. Ïî èçìåíåíèþ
÷àñòîòû ìîæíî âû÷èñëèòü îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü. Â äâàä-
öàòûå ãîäû ïðîøëîãî âåêà àñòðîíîìû â ðåçóëüòàòå èçìåðå-
íèé äîïëåðîâñêîãî ñìåùåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé ñâåòà îò
ãàëàêòèê îáíàðóæèëè, ÷òî ïî÷òè âñå îíè ðàçëåòàþòñÿ, è â
ðÿäå ñëó÷àåâ ñ î÷åíü áîëüøîé ñêîðîñòüþ. Òàê, ñêîðîñòü
óäàëåíèÿ îò íàñ ãàëàêòèê â ñîçâåçäèè Äåâû ñîñòàâëÿåò
îêîëî 1000 êì/ñ. À ñåé÷àñ íàéäåíû îáúåêòû, óäàëÿþùèåñÿ
ñî ñêîðîñòÿìè ïîðÿäêà 0,8 ñêîðîñòè ñâåòà (240000 êì/ñ). Â
êîíöå 20-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà àìåðèêàíñêèé àñòðîíîì
Ý.Õàááë ïîêàçàë, ÷òî ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ
ãàëàêòèê ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó íèìè – áîëåå
äàëåêèå îò íàñ ãàëàêòèêè èìåþò áîëüøóþ ñêîðîñòü, ÷åì
áëèçêèå. Ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòÿìè ãàëàêòèê è ðàññòîÿíèåì
äî íèõ óñòàíàâëèâàåòñÿ çàêîíîì Õàááëà: v = HL, ãäå êîýô-
ôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè Í íàçûâàþò ïîñòîÿííîé Õàá-
áëà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé Õàááëà, îöå-
íèâàåìûå ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè, ëåæàò â ïðåäåëàõ îò
60 äî ( )80 *ì “ lC*◊ . Îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå ïî-
ñòîÿííîé Õàááëà ( )75 *ì “ lC*◊ . Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå äî
îáúåêòà, èìåþùåãî ñêîðîñòü 240000 êì/ñ, îêàçûâàåòñÿ ðàâ-
íûì

23 10

max 3200 lC* 10  *ì 10L = = =  ñâåòîâûõ ëåò.

Òàêîâî íàèáîëüøåå èçìåðåííîå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàñ-
ñòîÿíèå — ñàìûé «êðàé» Âñåëåííîé.
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×
ÒÎ ÍÈ ÃÎÂÎÐÈÒÅ, À Â ÑÐÅÄÍÈÅ ÂÅÊÀ ÁÛËÎ ÕÎÒß È

ñòðàøíîâàòî, íî èíòåðåñíî. Òîëñòûå ñòåíû êðåïîñòåé,
áîëüøèå çàïàñû âîäû è ïðîäîâîëüñòâèÿ – âñå ýòî äåëàëî
âîåííîå ðåìåñëî èñêóññòâîì, à øòóðì êðåïîñòè – äîëãèì è
êðîïîòëèâûì çàíÿòèåì.

Âîò, íàïðèìåð, òèïè÷íàÿ ñöåíà øòóðìà: äþæèíà øèðîêî-
ïëå÷èõ ìîëîäöîâ ïîäõâàòûâàåò áðåâíî, ðàçáåãàåòñÿ è …
âîðîòà êðåïîñòè ëèøü âçäðîãíóëè è çàñêðèïåëè â ïåòëÿõ. À
âå÷åðîì ó âîåâîäû ñîñòîÿëñÿ íåïðèÿòíûé ðàçãîâîð. Ñàìûé
îò÷àÿííûé èç ìîëîäöîâ çàÿâèë ïðÿìî, ÷òî ñ òàêèì áðåâíîì
îíè íà òàðàí áîëüøå íå ïîéäóò. È ïðèçàäóìàëñÿ òóò âîåâîäà,
çàêðó÷èíèëñÿ.

Ïîäóìàåì è ìû, ìîæíî ëè íà îñíîâå íàøèõ çíàíèé
ïîëó÷èòü «çàêîíû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ» è îïòèìàëüíûå ïàðà-
ìåòðû òàðàíà.

Ñíà÷àëà ïðîàíàëèçèðóåì êîíñòðóêöèþ âîðîò è ïðèíöèï
äåéñòâèÿ òàðàíà (ðèñ.1). Ïóñòü âîðîòà ñîñòîÿò èç äâóõ
ñòâîðîê (âîðîòèí) äëèíîé L è ìàññîé Ì. Âîðîòà âèñÿò íà
ïåòëÿõ (âîçìîæíî, íåñìàçàííûõ è ñêðèïÿùèõ) è çàïèðàþò-
ñÿ ïðè ïîìîùè ïîïåðå÷èíû-áðóñà, êîòîðûé çàêðåïëÿåòñÿ íà
ñòâîðêàõ âáëèçè ñâîèõ êîíöîâ. Áðåâíî (òàðàí) ìàññîé m ñî
ñêîðîñòüþ v óäàðÿåòñÿ â âîðîòà. Â ðåçóëüòàòå óäàðà ñòâîðêè
ïðèîáðåòàþò íåêîòîðóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü ω  îòíîñèòåëüíî
ñâîèõ ïåòåëü, è, êðîìå òîãî, ïåòëÿì ïåðåäàåòñÿ îïðåäåëåí-

íûé èìïóëüñ, ò.å. ïðîèñõîäèò óäàð. Çàòåì, ïî ìåðå òîãî êàê
âîðîòèíû â ïðîöåññå âðàùåíèÿ îòêëîíÿþòñÿ îò ñâîåãî ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, çàïèðàþùèé áðóñ èçãèáàåòñÿ è âñå áîëü-
øå ïðåïÿòñòâóåò èõ äàëüíåéøåìó îòêëîíåíèþ. ×åì áîëüøå
èçãèáàåòñÿ áðóñ, òåì áîëüøèå ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ â
íåì âîçíèêàþò. Åñëè íàïðÿæåíèå â êàêîé-ëèáî òî÷êå áðóñà
îêàæåòñÿ áîëüøå ïðåäåëà ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà, áðóñ ñëîìà-

åòñÿ. Â êîíå÷íîì èòîãå â ïðîöåññå óäàðîâ ðàçðóøàåòñÿ ëèáî
ïîïåðå÷èíà, ëèáî ìåñòî çàêðåïëåíèÿ ïîïåðå÷èíû, ëèáî òî÷-
êè êðåïëåíèÿ âîðîò ê ïåòëÿì, ëèáî ñàìè ïåòëè (èëè æå
ðåàëèçóåòñÿ ñðàçó íåñêîëüêî âàðèàíòîâ).

×òîáû êàê-òî îöåíèòü ýôôåêò óäàðà, ââåäåì íåêèé êðèòå-
ðèé ýôôåêòèâíîñòè. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà èññëåäóåì âîçìîæ-
íûå ïðè÷èíû ðàçðóøåíèé â ðåçóëüòàòå óäàðà. Çà ñ÷åò êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè, êîòîðóþ ïðèîáðåòàþò ñòâîðêè ïîñëå óäà-
ðà, áóäåò ïðîèñõîäèòü èçãèá è ñëîì áðóñà è ðàçðóøåíèå
òî÷åê åãî êðåïëåíèÿ. Òàê êàê êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âîðîò
ìîíîòîííî çàâèñèò îò óãëîâîé ñêîðîñòè ω  è áîëüøåé ýíåð-
ãèè ñîîòâåòñòâóåò áîëüøèé ðàçðóøèòåëüíûé ýôôåêò, òî
ðàçóìíî â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè óäàðà âûáðàòü
èìåííî ω .

Ðàçðóøèòåëüíûé ýôôåêò â ïðîöåññå óäàðà, î÷åâèäíî,
áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí èçìåíåíèþ èìïóëüñà ñèñòåìû pΔ ,
êîòîðûé ïåðåäàåòñÿ ÷åðåç ïåòëè è èõ êðåïëåíèÿ íà ñòåíû
êðåïîñòè. Òðóäíî çàðàíåå ñêàçàòü, îò êàêèõ ïàðàìåòðîâ è êàê
îíî çàâèñèò, ïîýòîìó ñíà÷àëà íàéäåì çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ
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èìïóëüñà ñèñòåìû îò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè áðåâíà è ïàðàìåò-
ðîâ áðåâíà è âîðîò.

Èòàê, íóæíî íàéòè ω  è pΔ . Ñàì ïðîöåññ óäàðà äîñòàòî÷íî
ñëîæåí äëÿ ôèçè÷åñêîãî è ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, à íàì
â êîíå÷íîì èòîãå íóæíî çíàòü ëèøü çíà÷åíèÿ èñêîìûõ
âåëè÷èí ïîñëå óäàðà. Ïîýòîìó, êàê âñåãäà â çàäà÷àõ íà óäàð,
áóäåì èñïîëüçîâàòü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñ
ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êðàéíå íåæåëàòåëüíû ïóñòûå
ïîòåðè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â ïðîöåññå óäàðà. Íàïðèìåð,
åñëè áðåâíî ïðè óäàðå òðåñêàåòñÿ èëè ñìèíàåòñÿ, òî ýòî
íåâûãîäíî øòóðìóþùèì (îíè òàêîå áðåâíî ïðîñòî íå áóäóò
èñïîëüçîâàòü). Åñëè æå òðåñêàþòñÿ è ñìèíàþòñÿ âîðîòà, òî
ýòî íåâûãîäíî îáîðîíÿþùèìñÿ (òîãäà è íàøå èññëåäîâàíèå
òåðÿåò ñìûñë – íåñêîëüêî óäàðîâ òàðàíîì ïðîäåëàþò â
âîðîòàõ äûðó). Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàðàí è
âîðîòà äîñòàòî÷íî êðåïêèå è ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðè
óäàðå ñîõðàíÿåòñÿ. Çíà÷èò, îäíî óðàâíåíèå ó íàñ óæå åñòü –
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Îäíàêî íåèçâåñòíûìè â íåì
áóäóò äâå âåëè÷èíû – óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñòâîðîê âîðîò è
ñêîðîñòü áðåâíà ïîñëå óäàðà (âåäü ïîñëå àáñîëþòíî óïðóãîãî
óäàðà áðåâíî â îáùåì ñëó÷àå äîëæíî èìåòü íåêîòîðóþ
ñêîðîñòü).

Õîòåëîñü áû â êà÷åñòâå âòîðîãî óðàâíåíèÿ çàïèñàòü çàêîí
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, íî îí, ê ñîæàëåíèþ, íå ñîõðàíÿåòñÿ:
ñèñòåìà âîðîòà – áðåâíî íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, òàê êàê
âîðîòà ñâÿçàíû ñî ñòåíàìè êðåïîñòè è ìîãóò ïåðåäàâàòü èì
èëè ïîëó÷àòü îò íèõ èìïóëüñ â ïðîöåññå óäàðà. Íî, ê
ñ÷àñòüþ, åñòü åùå îäíà âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ìîæåò ñîõðàíÿòü-
ñÿ, – ìîìåíò èìïóëüñà. Âîçìîæíî, íå âñå ÷èòàòåëè ñ íåé
çíàêîìû, ïîýòîìó ñêàæåì îá ýòîé âåëè÷èíå íåñêîëüêî ñëîâ.

Åñëè íà ïëîñêîñòè çàäàíû ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé m,
åå ñêîðîñòü v

�
 è çàðàíåå âûáðàííàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Î, òî

ìîìåíòîì èìïóëüñà N
���

 ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî
òî÷êè Î íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàäèóñà-âåêòî-
ðà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè r

�
, ïðîâåäåííîãî èç òî÷êè Î, íà åå

èìïóëüñ mv
�
 (ðèñ.2). Ìîäóëü ìîìåíòà èìïóëüñà ðàâåí

ïðîèçâåäåíèþ èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà åãî ïëå÷î z,
ò.å. íà ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Î äî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó è êîëëèíåàðíîé âåêòîðó v:

N = mvz.

(Êñòàòè, ýòî îïðåäåëåíèå î÷åíü ïîõîæå íà îïðåäåëåíèå
ìîìåíòà ñèëû.)

Åñëè ìû õîòèì óçíàòü ìîìåíò èìïóëüñà òåëà, èìåþùåãî
íåíóëåâûå ðàçìåðû è âðàùàþùåãîñÿ îòíîñèòåëüíî îïðåäå-
ëåííîé îñè, òî ñëåäóåò åãî ðàçäåëèòü (ìûñëåííî) íà ìàëåíü-
êèå êóñî÷êè, äëÿ êàæäîãî êóñî÷êà âû÷èñëèòü ìîìåíò èì-
ïóëüñà, à çàòåì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïðîñóììèðîâàòü. Ïðè
ýòîì ìîìåíò èìïóëüñà îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì óã-
ëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ òåëà, à êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè I íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì èíåðöèè òåëà. Ìîìåíò
èíåðöèè ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó àíàëîãè÷åí ìàññå:
îí çàâèñèò òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè â òåëå è
ïîëîæåíèÿ îñè âðàùåíèÿ è íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû âðàùåíèÿ
è äðóãèõ âíåøíèõ óñëîâèé. Áîëåå òîãî, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ âðàùàþùåãîñÿ òåëà âûðàæàåòñÿ àíàëîãè÷íî êèíåòè÷åñ-
êîé ýíåðãèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè — îíà ðàâíà ïîëîâèíå

ïðîèçâåäåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè íà êâàäðàò óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ òåëà:

2

*

1

2
W Iω= .

Åñëè íà ñèñòåìó òî÷åê íå äåéñòâóþò âíåøíèå ñèëû èëè
ðàññìàòðèâàåìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè òàê ìàë, ÷òî ìîìåíòû
âíåøíèõ ñèë íåçíà÷èòåëüíû (íàïðèìåð, ïðè óäàðå), òî
ñóììàðíûé ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ (êàê
ñîõðàíÿåòñÿ èìïóëüñ ñèñòåìû â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë).

Òàê êàê íàøà ñèñòåìà âîðîòà – áðåâíî ñèììåòðè÷íà
îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî
«ïîëîâèíó» ñèñòåìû (ïîëîâèíà áðåâíà è îäíà ñòâîðêà).
Ìîìåíòû âíåøíèõ ñèë â äàííîé ñèñòåìå îòñóòñòâóþò (òðåíè-
åì â ïåòëÿõ ïîêà ïðåíåáðåãàåì), ïîýòîìó ìîìåíò èìïóëüñà
ñîõðàíÿåòñÿ. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñèñòåìå â
ìîìåíò óäàðà íåò ïîòåðü ýíåðãèè. Ìîìåíò èíåðöèè ïîëîâè-
íû áðåâíà îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïåòåëü ðàâåí mvL/2. Òîãäà
çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà è ýíåðãèè áóäóò âûã-
ëÿäåòü òàê:

1
2 2

m m
vL v L Iω= + ,

2 2 2

1

2 2 2 2 2

m v m v
I
ω

= + ,

ãäå 1v  – ñêîðîñòü áðåâíà ïîñëå óäàðà, I – ìîìåíò èíåðöèè
ñòâîðêè îòíîñèòåëüíî òî÷êè âðàùåíèÿ, ò.å. öåíòðà ïåòëè. Â
íàøåì ñëó÷àå 2 3I ML=  (ýòî âû÷èñëèëè åùå äî íàñ).
Îòñþäà íàéäåì óãëîâóþ ÷àñòîòó âðàùåíèÿ ñòâîðêè ñðàçó
ïîñëå óäàðà:

2

2 1 2

2 32

mLv mv

L m MI mL
ω = =

++
.

Èìïóëüñ, êîòîðûé ïåðåäàåòñÿ ïåòëÿì, ðàâåí, ñ ïðîòèâîïî-
ëîæíûì çíàêîì, èçìåíåíèþ èìïóëüñà ñèñòåìû (èìïóëüñ
ñòâîðêè ðàâåí èìïóëüñó åå öåíòðà ìàññ, êîòîðûé íàõîäèòñÿ
â ñåðåäèíå ñòâîðêè, òàê ÷òî åãî ñêîðîñòü ðàâíà 2Lω ):

( )1
2 2

L m
p M v vΔ ω= + - =

2 2 3

L I mMv
M

L M m

ωω - =

+
.

Èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ìîæíî ñðàçó ñäåëàòü èíòåðåñíûé
âûâîä: äàæå åñëè ìû óñòðåìèì ìàññó áðåâíà ê áåñêîíå÷íî-
ñòè, òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü âîðîò íå ïðåâûñèò âåëè÷èíû 2v/L,
à ïåðåäàííûé èìïóëüñ íå áóäåò áîëüøå ÷åì Mv/3. Ïîýòîìó
ñ äàííîé òî÷êè çðåíèÿ âûãîäíåå óâåëè÷èâàòü ñêîðîñòü áðåâ-
íà, à íå ìàññó. Êðîìå òîãî, ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî
óãëîâàÿ ÷àñòîòà âîðîò ìîæåò áûòü êðèòåðèåì ýôôåêòèâíîñòè
óäàðà è ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçðóøåíèé â ïåòëÿõ è òî÷êàõ
êðåïëåíèÿ âîðîò. Èñõîäÿ èç ýòîãî, áóäåì ñ÷èòàòü ω  óíèâåð-

ñàëüíûì êðèòåðèåì ýôôåêòèâíîñòè óäàðà. Îäíàêî ïîíÿò-
íî, ÷òî, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçðóøèòü ïåòëè, ñëåäóåò íàíîñèòü
óäàðû ïî âîçìîæíîñòè áëèæå èìåííî ê ïåòëÿì. Íî îáû÷íî
òàðàíîì áüþò â öåíòðàëüíóþ ÷àñòü âîðîò, ò.å. ïûòàþòñÿ
ñëîìàòü èìåííî áðóñ. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü, ñ îäíîé ñòîðî-
íû, òåì, ÷òî ïåòëè äîñòàòî÷íî ïðî÷íûå, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
òåì, ÷òî ñèëà óäàðà â ïåòëÿõ çàâèñèò íå òîëüêî îò èçìåíåíèÿ
èìïóëüñà, íî è îò ïðîäîëæèòåëüíîñòè óäàðà. Ïîýòîìó â
äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü î ðàçðóøåíèÿõ, êîòîðûå ïðîèñ-
õîäÿò ïîñëå óäàðà.

Èòàê, íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå óäàðà ñòâîðêè âîðîò èìåþò
óãëîâóþ ñêîðîñòü ω  è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ. Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ýòà ýíåðãèÿ ÷àñòè÷íî ïåðåõî-
äèò â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ èçîãíóòîãî áðóñà, à ÷àñòè÷íî
ðàñõîäóåòñÿ íà ðàáîòó ïðîòèâ ñèë òðåíèÿ â ïåòëÿõ. Ìàêñè-
ìàëüíûå ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ òàêæå çàâèñÿò îò ñòåïåíè
èçãèáà áðóñà, ïîýòîìó ïðèøëî âðåìÿ ïîãîâîðèòü ïðî èçãèáû.



Ïðåäñòàâèì çàïèðàþùèé áðóñ â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà äëèíîé 2L, âûñîòîé b è òîëùèíîé h (ðèñ.
3). Ïóñòü ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû, ïðèëîæåííîé â
ñåðåäèíå, áðóñ ïðîãíóëñÿ íà âåëè÷èíó hΔ  (ñ÷èòàåì, ÷òî

h LΔ � ). Çàãëÿíóâ â ó÷åáíèê ïî ñîïðîòèâëåíèþ ìàòåðèà-
ëîâ, íàéäåì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ áðóñà â ýòîì ñëó÷àå:

( )
3

2

C 3

1

4

Ebh
W h

L
Δ= ,

ãäå Å – ìîäóëü Þíãà äëÿ ìàòåðèàëà áðóñà. Î÷åâèäíî, ÷òî
ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå maxσ  áóäåò íà ïîâåðõíîñòè áðóñà
íà ðàññòîÿíèè L îò êîíöîâ, ò.å. ïîñåðåäèíå áðóñà (ñì. ðèñ.3).
Îíî ñâÿçàíî ñ ïðîãèáîì ñîîòíîøåíèåì (îïÿòü çàãëÿíåì â
ó÷åáíèê)

max 2

3

2

Eh
h

L
σ Δ= .

Åñëè ýòî íàïðÿæåíèå ïðåâûøàåò ïðåäåë ïðî÷íîñòè, òî áðóñ
ëîìàåòñÿ.

Ïîäóìàåì òåïåðü î òîì, ñêîëüêî ýíåðãèè òåðÿåòñÿ â ïåòëÿõ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîòåðè áóäóò çàâèñåòü îò óãëà ïîâîðîòà
ñòâîðêè âîðîò, ïðè÷åì äëÿ ìàëûõ óãëîâ ïîâîðîòà ýòîò óãîë
ðàâåí ïðèìåðíî h LΔ . Òîãäà ðàáîòà ïðîòèâ ñèë òðåíèÿ áóäåò
ðàâíà

2!

2!

M h
A

L

Δ
= ,

ãäå 
2!

M  – ìîìåíò ñèë òðåíèÿ â ïåòëÿõ. Êñòàòè, ïðè áîëüøèõ
óãëàõ ïîâîðîòà ñòâîðîê åñòü îïàñíîñòü òîãî, ÷òî êîíöû áðóñà
âûñêî÷àò èç ìåñò êðåïëåíèÿ. Áóäåì, îäíàêî, ñ÷èòàòü, ÷òî
áðóñ íå âûñêî÷èò, ò.å. ÷òî óãîë ïîâîðîòà äåéñòâèòåëüíî ìàë.

Òåïåðü, çàäàâ çíà÷åíèå maxσ , îïðåäåëèì ïîòåíöèàëüíóþ
ýíåðãèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçðóøåíèþ áðóñà, è ðàáîòó
ïðîòèâ ñèë òðåíèÿ, à çàòåì çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè:

22

max max

2!
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2
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Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ íàéäåííûì ðàíåå âûðàæåíèåì äëÿ ω
è ïîëó÷èì
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2 2

2
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3 2 3
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=
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max max
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9 3

bhL
M

E h

σ σÊ ˆ

+
Á ˜
Ë ¯

.       ( * )

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôîðìóë ìîæíî íå òîëüêî îïðåäåëèòü
âåëè÷èíû m è v (èëè ω ), íåîáõîäèìûå äëÿ ñëîìà áðóñà, íî
è íàìåòèòü ïóòè ïîâûøåíèÿ ñòîéêîñòè âîðîò (ðåêîìåíäàöèè
îáîðîíÿþùèìñÿ). ×àñòü ýòèõ ðåêîìåíäàöèé, â ïðèíöèïå,
äîñòàòî÷íî ïîíÿòíû – íóæíî èñïîëüçîâàòü äðåâåñèíó ñ
âûñîêèì ïðåäåëîì ïðî÷íîñòè ( maxσ ), áðóñ äåëàòü ïîøèðå è
ïîòîëùå (b è h), õîòÿ äëÿ òîëùèíû åñòü ñâîå îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå. Ýòîò îïòèìóì ìîæíî íàéòè, âçÿâ ïðîèçâîäíóþ îò
ðàâåíñòâà ( * ) ïî h è ïðèðàâíÿâ åå ê íóëþ. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì

2!

%C2

max

6M
h

bσ
= .

Êðîìå òîãî, ïîíÿòíî, ÷òî íå ñòîèò íà âðåìÿ îñàäû ñìàçûâàòü
ïåòëè (â íåñìàçàííûõ ïåòëÿõ 

2!
M  áîëüøå). Äàëåå, âîðîòà

ñëåäóåò äåëàòü ïîòÿæåëåå, à ïðè îñàäå ìîæíî èõ äîïîëíè-

òåëüíî óòÿæåëÿòü. À âîò ìîäóëü Þíãà äîëæåí áûòü ïîìåíü-
øå (õîòÿ ýòî, ìîæåò áûòü, è íå ñîâñåì ïîíÿòíî íà ïåðâûé
âçãëÿä). Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò òîò ôàêò, ÷òî áðóñ äîëæåí
áûòü äîñòàòî÷íî ãèáêèì – âåäü ìû çíàåì èç ïîâñåäíåâíîãî
îïûòà, ÷òî ñëîìàòü òâåðäûé è õðóïêèé ïðåäìåò ïðîùå, ÷åì
óïðóãèé.

Ôîðìóëà ( * ) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, ñ êàêîé ìèíèìàëüíîé
ñêîðîñòüþ äîëæíî äâèãàòüñÿ áðåâíî, ÷òîáû ïðîáèòü âîðîòà.
Äåéñòâèòåëüíî, óñòðåìèì m ê áåñêîíå÷íîñòè è ïîëó÷èì

2
2 max max
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Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ ïàðàìåòðû âîðîò, ìîæíî îïðåäåëèòü,
äî êàêîé ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòè íóæíî ðàçîãíàòü áðåâíî,
÷òîáû ñëîìàòü áðóñ ñ ïåðâîãî ðàçà. Îäíàêî áðåâíî ïðè ýòîì
äîëæíî áûòü áåñêîíå÷íîé ìàññû. ßñíî, ÷òî èñïîëüçîâàòü
òàêîå îðóäèå íåâîçìîæíî – íóæíî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âîèíîâ
äëÿ åãî ïîäúåìà, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïîäâîä äëÿ òðàíñïîðòè-
ðîâêè è ò.ä., äà è èçãîòîâèòü òàêîé òàðàí áóäåò òðóäíîâàòî.
Òîãäà íóæíî íàéòè íåêîòîðûé îïòèìóì ïî ìàññå áðåâíà.

Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò çíàòü, âî-ïåðâûõ, ñ êàêîé ìàêñèìàëüíîé
ñêîðîñòüþ âîèí ìîæåò áåæàòü áåç íàãðóçêè è, âî-âòîðûõ, êàê
áóäåò çàâèñåòü ñêîðîñòü áåãà âîèíà îò íàãðóçêè íà åãî ïëå÷àõ.
Åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü áåç íàãðóçêè ìåíüøå ìèíèìàëü-
íî äîïóñòèìîé, òî ìîëîäöàì ñëåäóåò çàíÿòüñÿ ñïîðòîì. Åñëè
áîåö «óêëàäûâàåòñÿ â íîðìàòèâû», òî ñëåäóåò, î÷åâèäíî,
ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóòåì íàéòè çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè áåãà
âîèíà îò äîïîëíèòåëüíîé ìàññû, êîòîðóþ îí íåñåò íà ïëå÷àõ.
Çàòåì, çíàÿ èñêîìóþ çàâèñèìîñòü è êîëè÷åñòâî âîèíîâ,
ìîæíî ïðè ïîìîùè ôîðìóëû ( * ) îïðåäåëèòü íåîáõîäèìóþ
ìàññó è ñêîðîñòü áðåâíà. À âîò â òîì, êàê ïðàâèëüíî ïîäîáðàòü
êîëè÷åñòâî âîèíîâ, è ñîñòîèò îò÷àñòè âîåííîå èñêóññòâî –
âåäü çäåñü óæå íóæíî ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè êðåïîñòè è
âîçìîæíûå äåéñòâèÿ íåïðèÿòåëÿ, à òàêæå è ïñèõîëîãè÷åñêèå
íþàíñû ñâîèõ áîéöîâ è áîéöîâ ïðîòèâíèêà.

Íó, à åñëè äîáðû ìîëîäöû äàæå ïîñëå òðåíèðîâîê íå ìîãóò
äîñòè÷ü ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîé ñêîðîñòè (êîìåíäàíò êðå-
ïîñòè ïðîâåë ðàáîòû ïî óêðåïëåíèþ âîðîò), ìîæíî ëè òîãäà
ñëîìàòü áðóñ òàðàíîì? Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî. Íî îá ýòîì – â
äðóãîé ðàç. À ïîêà çàìåòèì ñëåäóþùåå.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà êíèæíîé ïîëêå ó âîåâîäû íå
îêàæåòñÿ ó÷åáíèêà ïî ñîïðîòèâëåíèþ ìàòåðèàëîâ è ñïðàâî÷-
íèêà ñ íóæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðèàëîâ, ïðàêòè÷åñ-
êè ðàâíà åäèíèöå. Íî êàê æå îí òîãäà ñìîæåò ïîëó÷èòü
íåîáõîäèìûå çàâèñèìîñòè? Îòâåò äîñòàòî÷íî ïðîñò: íóæíî
ñòàâèòü ýêñïåðèìåíò.

Íàïðèìåð, çàâèñèìîñòü ýíåðãèè áðóñà îò ïðîãèáà ìîæíî
îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: êëàäåì áðóñ êîíöàìè íà
óïîðû, íà ñåðåäèíó ïîìåùàåì ãðóçû èçâåñòíîé ìàññû è
èçìåðÿåì âåëè÷èíó ïðîãèáà. Åñëè òåïåðü èçâåñòíà çàâèñè-
ìîñòü ïðîãèáà hΔ  îò äåéñòâóþùåé íà áðóñ ñèëû F èëè,
íàîáîðîò, èçâåñòíà çàâèñèìîñòü ( )F hΔ , òî ýíåðãèþ ìîæíî
îïðåäåëèòü ÷åðåç ðàáîòó, êîòîðóþ íóæíî ñîâåðøèòü íàä
áðóñîì äëÿ èçãèáà åãî íà ñîîòâåòñòâóþùóþ âåëè÷èíó:

( )C

0

h

W F x dx

Δ

= Ú .

Òóò ìîæíî âîçðàçèòü, ÷òî âîåâîäà âðÿä ëè çíàë èíòåãðàëû.
Îäíàêî çíà÷åíèå èíòåãðàëà ìîæíî ïîëó÷èòü è áåç èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, âåäü èíòåãðàë åñòü ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì èíòåãðè-
ðóåìîé ôóíêöèè: äîñòàòî÷íî íàðèñîâàòü ãðàôèê, ñêàæåì, íà
äîùå÷êå, âûïèëèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôèãóðó ïèëîé è ïðî-
ñòî âçâåñèòü.

Ðèñ. 3
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Ïîñìîòðèì
ñêâîçü ëèíçó

Â.ÄÐÎÇÄÎÂ

Ñ
ÐÅÄÈ ÊÎÍÊÓÐÑÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÏÎ ÎÏÒÈÊÅ ÄÎÂÎËÜÍÎ  ÇÀ-

ìåòíóþ ÷àñòü ñîñòàâëÿþò çàäà÷è, â êîòîðûõ ôèãóðèðóåò
òîíêàÿ ëèíçà. Ýòî åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó ëèíçû ïðèñóòñòâó-
þò â ñàìûõ ðàçíûõ îïòè÷åñêèõ ïðèáîðàõ. Íåðåäêî òàêèå
çàäà÷è âûçûâàþò òðóäíîñòè. Îäíàêî, åñëè ïðîàíàëèçèðî-
âàòü âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ ïðåäìåòà è åãî
èçîáðàæåíèÿ â ëèíçå è ñèñòåìàòèçèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû â âèäå ãðàôèêîâ è òàáëèö, òî ìîæíî çíà÷èòåëüíî
îáëåã÷èòü  ðåøåíèå öåëîé ãðóïïû çàäà÷. Äîñòàòî÷íî áóäåò
ëèøü ñîñòàâèòü óðàâíåíèå èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé, ðåøåíèå
êîòîðûõ ýòî óæå ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà.

Ââåäåì òàêèå îáîçíà÷åíèÿ: F – ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå
ëèíçû, d è f – ðàññòîÿíèÿ îò ïðåäìåòà è åãî èçîáðàæåíèÿ äî
ëèíçû, h è Í – âûñîòû ïðåäìåòà è åãî èçîáðàæåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Âñå ïåðå÷èñëåííûå âåëè÷èíû áóäåì, åñòåñòâåííî,
ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûìè, êàê äëèíû îòðåçêîâ (ýòî óäîáíî
ïðè ðåøåíèè çàäà÷), à çíàê «ìèíóñ» áóäåò ïîÿâëÿòüñÿ ïåðåä

íèìè òîëüêî ïî çàêîíàì àë-
ãåáðû.

Íà÷èíàåì ñ ñîáèðàþùåé
ëèíçû. Ïîñêîëüêó ïðåäìåò
ìîæåò íàõîäèòüñÿ êàê ïå-
ðåä ôîêóñîì ëèíçû, òàê è çà
íèì, ýòè äâà ñëó÷àÿ áóäåì
ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî.

Ïóñòü 0 < d < F (ðèñ.1).

Âûðàæàÿ äâîÿêî óâåëè÷åíèå ëèíçû 
H

d
, çàïèñûâàåì ñèñòåìó

óðàâíåíèé

,

.

H f

h d

H F f

h F

Ï
=

Ô
Ô

Ì
+

Ô =

ÔÓ

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó ëèíçû:
1 1 1

d f F
- = ,

à òàêæå ðàññòîÿíèå îò èçîáðàæåíèÿ äî ëèíçû è óâåëè÷åíèå
ëèíçû:

Fd
f

F d
=

-

 è 
H F

h F d
=

-

.

Èíòåðåñíî îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå l ìåæäó ïðåäìåòîì è åãî
èçîáðàæåíèåì â ýòîì ñëó÷àå:

l = f

2
d

d
F d

- =

-

.

Ïóñòü òåïåðü F d< < •

(ðèñ.2). Àíàëîãè÷íî, èìå-
åì ñèñòåìó óðàâíåíèé

,

,

H f

h d

H f F

h F

Ï
=

Ô
Ô

Ì
-

Ô =

ÔÓ

èç êîòîðîé ïîëó÷àåì ôîðìóëó ëèíçû:

1 1 1

d f F
+ =

è âûðàæåíèÿ äëÿ f è 
H

h
:

Fd
f

d F
=

-

 è 
H F

h d F
=

-

.

Â äàííîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòîì è åãî èçîáðà-
æåíèåì ðàâíî

2
d

l f d
d F

= + =

-

.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè f, 
H

h
 è l îò d ïðèâåäåíû, ñîîòâåò-

ñòâåííî, íà ðèñóíêàõ 5, à, á è â. Îáñóäèì ýòè ãðàôèêè ñ

ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Âñå òðè êðèâûå èìåþò âåðòè-
êàëüíóþ àñèìïòîòó d = F, òàê êàê îíè òåðïÿò ðàçðûâ â ýòîé
òî÷êå. Ïåðâûå äâå êðèâûå èìåþò åùå ãîðèçîíòàëüíûå àñèì-

ïòîòû: ñîîòâåòñòâåííî, f = F è 0
H

h
= , à òðåòüÿ êðèâàÿ –

íàêëîííóþ ïîä óãëîì 45° ê ãîðèçîíòàëüíîé îñè àñèìïòîòó
l = d + F. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò âîò îòêóäà:

2 2 2 2
d d F F

l
d F d F d F

-

= = + =

- - -

2
F

d F
d F

+ +

-

.

Êðèâûå, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêàõ 5, à è á, – ýòî ó÷àñòêè
ãèïåðáîëû, òàê êàê, íàïðèìåð,

( ) 2 2
d F F FFd F

f F
d F d F d F

- +

= = = +

- - -

.

Òðåòüÿ æå êðèâàÿ – áîëåå ñëîæíàÿ è ãèïåðáîëîé íå ÿâëÿåò-
ñÿ, ÷òî ÿñíî èç åå óðàâíåíèÿ. Ïðè F < d < 2F ýòà ôóíêöèÿ
èìååò òî÷êó ìèíèìóìà (2F;  4F), â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ åå
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íà ýòîì èíòåðâàëå. Ýòî ìîæíî, êîíå÷-
íî, óñòàíîâèòü îáùèì ìåòîäîì ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé.
Îäíàêî èíòåðåñíû òàêèå äâà ÷àñòíûõ ñïîñîáà.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ l:

2

2

1
1 1

d
l

d F
F

d d

= = =

-
- ◊

2

1

1 1
F F

dd

=

Ê ˆ
- - ◊Á ˜

Ë ¯

= 
22

2

1 1

1 1 11 1 1

4 22 4
FF

F d Fd F F

=

Ê ˆ Ê ˆÊ ˆ
- -- - - Á ˜Á ˜Á ˜

Ë ¯Ë ¯
Ë ¯

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî min 4l F=  ïðè d = 2F.
Âòîðîé ñïîñîá. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ l â âèäå êâàäðàò-

íîãî óðàâíåíèÿ
2

0d ld lF- + = .

Òàê êàê îíî, èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, èìååò
ðåøåíèå, òî åãî äèñêðèìèíàíò íåîòðèöàòåëüíûé: 2 4 0l lF- ≥

Ðèñ. 4Ðèñ. 3
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(ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè 
2

l
d = ). Çíà÷èò, 4l F≥ , ò.å.

min 4l F=  ïðè d = 2F.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè d = 2F, òî f = 2F è H = h. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî èçîáðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ â íàòóðàëüíóþ âåëè÷èíó.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàññåèâàþùóþ ëèíçó. Èç ðèñóíêîâ 3 è

4 âèäíî, ÷òî, íåçàâèñèìî îò òîãî, íàõîäèòñÿ ïðåäìåò ïåðåä
ôîêóñîì ëèíçû èëè çà íèì, ïîëó÷àåòñÿ îäíà è òà æå ñèñòåìà

óðàâíåíèé

,

.

H f

h d

H F f

h F

Ï
=

Ô
Ô

Ì
-

Ô =

ÔÓ

Îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó ðàññåèâàþùåé ëèíçû:

1 1 1

d f F
- = - ,

ðàññòîÿíèå îò ëèíçû äî èçîáðàæåíèÿ è óâåëè÷åíèå ëèíçû:
Fd

f
d F

=

+
 è 

H F

h d F
=

+
.

Çàìåòèì, ÷òî ðàññåèâàþùàÿ ëèíçà âñåãäà äàåò óìåíüøåííîå

èçîáðàæåíèå, ò.å. 1
H

h
< . Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòîì è åãî

èçîáðàæåíèåì â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî
2

d
l d f

d F
= - =

+

.

Ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè äëÿ ðàññåèâàþùåé ëèí-
çû (ðèñ.5, ã, ä è å). Â îòëè÷èå îò ïåðâîé òðîéêè ãðàôèêîâ íà
ðèñóíêå 5, âòîðàÿ òðîéêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíûå

êðèâûå. Ïðè ýòîì êðèâûå äëÿ f è 
H

h
 — ýòî òîæå ÷àñòè

ãèïåðáîë ñ ãîðèçîíòàëüíûìè àñèìïòîòàìè f = F è 0
H

h
=

ñîîòâåòñòâåííî. Êðèâàÿ äëÿ l áîëåå ñëîæíàÿ è èìååò íàêëîí-
íóþ ïîä óãëîì 45° ê ãîðèçîíòàëüíîé îñè àñèìïòîòó l = d – F,
èáî

2 2 2 2 2
d d F F F

d F
d F d F d F d F

-

= + = - +

+ + + +

.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì âñå ñêàçàííîå ñâåñòè â ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ òàáëèöó.

Òåïåðü ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷. Âñå
îíè â ñâîå âðåìÿ ïðåäëàãàëèñü íà âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ
â ðàçëè÷íûå âóçû.

Çàäà÷à 1. Ïðåäìåò è åãî ïðÿìîå èçîáðàæåíèå ðàñïîëîæå-

íû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ôîêóñà ëèíçû. Ðàññòîÿíèå

îò ïðåäìåòà äî ôîêóñà ëèíçû l = 4 ñì. Íàéäèòå ôîêóñíîå

ðàññòîÿíèå ëèíçû.

Äîïóñòèì, ÷òî ëèíçà ñîáèðàþùàÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì
0 < d < F, ò.å. èçîáðàæåíèå ìíèìîå, ïîñêîëüêó îíî ïðÿìîå.
Èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

,

,

.

Fd
f

F d

f F F d

f F l

Ï
=

Ô
-

Ô

Ì - = -

Ô

Ô - =

Ó
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Âûðàçèì èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé f è d ÷åðåç F è l è
ïîäñòàâèì â ïåðâîå. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2 22 0F lF l- - =

ñ èñêîìûì ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì

( )1 2 9,66 “ìF l= + ª .

Åñëè ëèíçà ðàññåèâàþùàÿ, òî ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíå-
íèé

,

,

.

Fd
f

d F

d F F f

d F l

Ï
=

Ô
+

Ô

Ì - = -

Ô

Ô
- =

Ó

Ðåçóëüòàò — òî æå óðàâíåíèå
2 22 0F lF l- - = .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èìååò îäíî ðåøåíèå, íî â äâóõ
ñëó÷àÿõ: ñîáèðàþùåé è ðàññåèâàþùåé ëèíç.

Çàäà÷à 2. Ïðåäìåò íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè d = 10 ñì îò

ñîáèðàþùåé ëèíçû ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F = 20 ñì. Âî

ñêîëüêî ðàç èçìåíèòñÿ âåëè÷èíà èçîáðàæåíèÿ, åñëè íà

ìåñòî ñîáèðàþùåé ëèíçû ïîñòàâèòü ðàññåèâàþùóþ ñ òåì

æå ïî ìîäóëþ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì?

Îòíîøåíèå âåëè÷èí èçîáðàæåíèé ðàâíî, î÷åâèäíî, îòíî-
øåíèþ óâåëè÷åíèé:

2 1

1
: :

3

F F F d
H H

d F F d d F

-

= = =

+ - +
.

Çàäà÷à 3. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòîì, íàõîäÿùèìñÿ íà

îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû, è åãî äåéñòâèòåëüíûì èçîáðàæåíè-

åì ðàâíî l = 6,25F, ãäå F – ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû.

Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà äî ëèíçû è îò ëèíçû äî

èçîáðàæåíèÿ. Êàê îáúÿñíèòü íàëè÷èå äâóõ ðåøåíèé?

Òàê êàê èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíîå, òî ëèíçà ñîáèðàþ-
ùàÿ è d > F. Ïîýòîìó óðàâíåíèå

2

6,25
d

F
d F

=

-

ïðèâîäèò ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ
2 2

4 25 25 0d Fd F- + =

ñ êîðíÿìè

1 5d F=  è 2 1,25d F= .

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì

1 6,25 5 1,25f F F F= - =  è 2 6,25 1,25 5f F F F= - = .

Ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðåøåíèé ôèçè÷åñêè âûòåêàåò èç îáðà-
òèìîñòè ñâåòîâûõ ëó÷åé. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ,
îáà êîðíÿ ïîäõîäÿò, òàê êàê îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
d > F.

Çàäà÷à 4. Êàêîâà îïòè÷åñêàÿ ñèëà ëèíçû, ñ ïîìîùüþ

êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü óâåëè÷åííîå èëè óìåíüøåííîå

èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà íà ýêðàíå, íàõîäÿùåìñÿ îò íåãî íà

ðàññòîÿíèè L = 0,9 ì, åñëè îòíîøåíèå ðàçìåðîâ ïîëó÷àåìûõ

èçîáðàæåíèé 4α = ?

Ïîñêîëüêó ìíèìîå èçîáðàæåíèå íåëüçÿ ïîëó÷èòü íà ýêðà-
íå, òî èçîáðàæåíèå â îáîèõ ñëó÷àÿõ äåéñòâèòåëüíîå. Òîãäà
d > F. Íî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1α > , ïðèõîäèì ê òàêîìó âûâîäó:

1 2F d F< < , 22F d< < • ,

ãäå 1d  – ìåíüøèé, à 2d  – áîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ
2

d
L

d F
=

-

.

Êðîìå òîãî,

2

1

d F

d F
α

-

=

-

.

Î÷åâèäíî, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

2

2

2 4

2 4

L L FL F

L L FL F

α
+ - -

=

- - -

.

Ñíà÷àëà óíè÷òîæàåì èððàöèîíàëüíîñòü â çíàìåíàòåëå:

( )
2

2

2

2 4L F L FL

F
α

- + -

= .

Çàòåì èçâëåêàåì àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü:
2

2 4

L L
F FL F α- + - = , èëè

( )
2 1

1
4 2

L
FL F Lα- = + - .

Ïîñëå âîçâåäåíèÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ â êâàäðàò îíî ñóùå-
ñòâåííî óïðîùàåòñÿ:

( )
2

2 1F FLα α+ = ,

îòêóäà ïîëó÷àåì

( )
2

1

L
F

α

α
=

+

.

Òîãäà èñêîìàÿ îïòè÷åñêàÿ ñèëà ëèíçû ðàâíà

( )
2

11
5 äC2!D

F L

α

α

+

= = = .

Çàäà÷à 5. Ðàññòîÿíèå îò çàäíåãî ôîêóñà ñîáèðàþùåé

ëèíçû äî èçîáðàæåíèÿ â 9 ðàç áîëüøå ðàññòîÿíèÿ îò

ïåðåäíåãî ôîêóñà äî ïðåäìåòà. Íàéäèòå óâåëè÷åíèå ëèíçû.

Åñëè d < F, òî èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

9( ),

,

,

f F F d

Fd
f

F d

F

F d
Γ

Ï + = -

Ô

Ô

Ô
=

Ì
-

Ô

Ô
=

Ô
-Ó

ãäå Γ  – èñêîìîå óâåëè÷åíèå. Èñêëþ÷àÿ f èç ïåðâûõ äâóõ
óðàâíåíèé, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2 29 18 8 0d Fd F- + =

ñ óäîâëåòâîðÿþùèì íàñ êîðíåì 
2

3
d F= . Òîãäà 3Γ = .

Åñëè d > F, òî ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

( )9 ,

,

f F d F

Fd
f

d F

F

d F
Γ

Ï
- = -

Ô

Ô

Ô
=

Ì
-

Ô

Ô
=

Ô
-Ó

èç êîòîðîé ïîëó÷èì òàêîå æå óðàâíåíèå
2 2

9 18 8 0d Fd F- + =

ñ ïîäõîäÿùèì áóëüøèì êîðíåì 
4

3
d F= . È îïÿòü 3Γ = .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èìååò îäíî ðåøåíèå, ðåàëèçóåìîå â

äâóõ ñëó÷àÿõ: 
1

2

3
d F=  è 2

4

3
d F= . Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ,

ïîñòðîèâ äâà ðàçà õîä ëó÷åé.

,



Èððàöèîíàëüíîñòü
è êâàäðàòíûé

òðåõ÷ëåí
Â.ÃÎËÓÁÅÂ

Â
 1990 ÃÎÄÓ ÍÀ ÔÀÊÓËÜÒÅÒÅ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÌÀÒÅ-
ÒÈÊÈ è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà áûëà

ïðåäëîæåíà çàäà÷à:
Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2
9v 48v 21- - +

2
9v 51v 15 3v 6- - £ - .    (1)

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Ïðÿìîå ðåøåíèå

Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ
– ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîå âîçâåäåíèå â êâàäðàò îáåèõ ÷àñòåé
íåðàâåíñòâà ñ öåëüþ îñâîáîæäåíèÿ îò êîðíåé. Òàêîé ñïîñîá
ñîïðîâîæäàåòñÿ áîëüøîé òåõíè÷åñêîé ðàáîòîé è òðåáóåò
ñåðüåçíûõ óñèëèé è òåðïåíèÿ. Â äàëüíåéøåì ðåøåíèå çàäà÷è
ïîäîáíûì îáðàçîì áóäåì íàçûâàòü «ïðÿìûì».

Îáû÷íî çàäà÷ó, äîïóñêàþùóþ ïðÿìîå ðåøåíèå, îòíîñÿò
ê ðàçðÿäó ñòàíäàðòíûõ, ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ êîòîðûõ â
îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ çàòðàòàìè âðåìåíè íà ïîëó÷åíèå
îòâåòà.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (1). Îáå ÷àñòè

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãðàôèêè è
òàáëèöà èçáàâèëè íàñ îò íåîáõîäèìîñòè äåëàòü äîïîëíèòåëü-
íûå ÷åðòåæè.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðå-
øåíèÿ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ íà îñè òîíêîé
ñîáèðàþùåé ëèíçû. Ðàññòîÿíèå ìåæäó èñòî÷íèêîì è áëèæàé-
øèì ê íåìó ôîêóñîì l, ðàññòîÿíèå ìåæäó èñòî÷íèêîì è åãî
èçîáðàæåíèåì L. Îïðåäåëèòå ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû.

2. Íàéäèòå ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ñîáèðàþùåé ëèíçû, åñëè
ïðîèçâåäåíèå ðàññòîÿíèÿ îò ïðåäìåòà äî ïåðåäíåãî ôîêóñà
íà ðàññòîÿíèå îò çàäíåãî ôîêóñà äî èçîáðàæåíèÿ ðàâíî 2

a .
3. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòîì è åãî ïðÿìûì èçîáðàæåíè-

åì â ëèíçå l = 5 ñì. Ëèíåéíîå óâåëè÷åíèå 0,5Γ = . Îïðåäåëèòå
ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû.

4. Ëèíçó, äàþùóþ äåéñòâèòåëüíîå èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà,
ïåðåäâèíóëè íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå åå ôîêóñíîìó ðàññòîÿ-
íèþ. Ïðè ýòîì ïîëó÷èëîñü ìíèìîå èçîáðàæåíèå òîãî æå
ðàçìåðà. Íàéäèòå óâåëè÷åíèå ëèíçû.

5. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòîì è åãî èçîáðàæåíèåì,
äàâàåìûì òîíêîé ïîëîæèòåëüíîé ëèíçîé, ðàâíî 0,5F, ãäå
F – ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû. Êàêèì áóäåò ýòî èçîáðàæå-
íèå – äåéñòâèòåëüíûì èëè ìíèìûì?

6. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòîì, íàõîäÿùèìñÿ íà îïòè÷åñ-
êîé îñè ðàññåèâàþùåé ëèíçû, è åãî èçîáðàæåíèåì ðàâíî F,
ãäå F > 0 – ìîäóëü ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ ëèíçû. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà äî ëèíçû.

7. Íàéäèòå ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ñîáèðàþùåé ëèíçû, åñëè
ïðè èçìåíåíèè ðàññòîÿíèÿ îò ïðåäìåòà äî ëèíçû, ðàâíîãî
ïåðâîíà÷àëüíî 0,3 ì, íà 0,1 ì ðàññòîÿíèå îò ëèíçû äî
äåéñòâèòåëüíîãî èçîáðàæåíèÿ ïðåäìåòà óâåëè÷èâàåòñÿ âäâîå.

8. Ðàññòîÿíèå îò îñâåùåííîãî ïðåäìåòà äî ýêðàíà l =
= 100 ñì. Ëèíçà, ïîìåùåííàÿ ìåæäó íèìè, äàåò ÷åòêîå
èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà íà ýêðàíå ïðè äâóõ ïîëîæåíèÿõ,
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè L = 20 ñì. Íàéäèòå ôîêóñíîå
ðàññòîÿíèå ëèíçû.

9. Êîãäà ïðåäìåò íàõîäèëñÿ â òî÷êå À, òîíêàÿ ñîáèðàþùàÿ
ëèíçà äàâàëà óâåëè÷åíèå 1 2Γ = , à êîãäà ïðåäìåò ïåðåìåñòè-
ëè â òî÷êó Â, óâåëè÷åíèå ñòàëî 2 3Γ = . Êàêèì áóäåò óâåëè-
÷åíèå, åñëè ïðåäìåò ïîìåñòèòü â ñåðåäèíó îòðåçêà ÀÂ?
Ïðåäìåò ðàñïîëîæåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ãëàâíîé îïòè÷åñêîé
îñè ëèíçû, èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíîå.

10. Ñ ïîìîùüþ ëèíçû íà ýêðàíå ïîëó÷åíî èçîáðàæåíèå
ïðåäìåòà ñ óâåëè÷åíèåì 2. Êàêèì áóäåò óâåëè÷åíèå, åñëè
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòîì è ýêðàíîì óâåëè÷èòü â 1,6
ðàçà?

íåðàâåíñòâà íåîòðèöàòåëüíû. Ïîýòîìó, âîçâîäÿ èõ â êâàä-
ðàò, ïåðåõîäèì ê ðàâíîñèëüíîìó íåðàâåíñòâó

ÂÂ - -
29 48 21v v

22 9 48 21v v+ - -
29 51 15v v- - +

( )
229 51 15 3 6v v v+ - - £ - . (2)

Êîììåíòàðèé 1. Â íåðàâåíñòâå (2) ïðîèçâåäåíèå êîðíåé
ñîçíàòåëüíî íå ïðåîáðàçîâàíî â êîðåíü èç ïðîèçâåäåíèÿ, ïî-

ñêîëüêó âûðàæåíèÿ x y  è xy  ïðåäúÿâëÿþò ðàçëè÷íûå
îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå õ è ó.

Òàê êàê =
2 2

m m , òî ( ) ( )- = -
2 2

3 6 3 6v v , è íåðàâåíñòâî
(2) ïðèíèìåò âèä

22 9 48 21v v- -
29 51 15v v- - £

29 63 72v v- + + .   (3)

Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà
ïîëó÷àåì

( )

2

2

2

4 3 2

7 8 0,

3 16 7 0,
3

3 17 5 0,

27 270 647 212 436 0.

v v

v v

v v

v v v v

Ï - - £

Ô

- - ≥Ô

¤ Ì

- - ≥Ô

Ô
- + - - £

Ó

    (4)

Ìíîãî÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû
(4) ïðè v = 2 îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ïîýòîìó îí ðàçëàãàåòñÿ íà
ìíîæèòåëè:

- + - - =
4 3 2

27 270 647 212 436v v v v

= ( ) ( )3 22 27 216 215 218v v v v- - + + . (5)

Âòîðîé ìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà òàêæå
îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè v = 2, ÷òî ïîçâîëÿåò è åãî ðàçëîæèòü
â ïðîèçâåäåíèå:

- + + =
3 227 216 215 218v v v ( ) ( )- - -

22 27 162 109v v v . (6)
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Òîãäà ñèñòåìà (4) ïðèìåò âèä

Ï - - £

Ô

- - ≥Ô

Ì

- - ≥Ô

Ô
- + - - £

Ó

2

2

2

4 3 2

21 72 0,

16 21 0,

17 15 0,

3 90 647 636 3924 0.

t t

t t

t t

t t t t

Êîðíè ìîæíî íå âû÷èñëÿòü

Ìíîãèå îïóñêàþò ðóêè ïðè ïîïûòêå ñðàâíèòü áåç êàëüêó-
ëÿòîðà êîðíè òðåõ÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â ëåâûå ÷àñòè íåðà-
âåíñòâ ñèñòåìû (8). Ìîæíî ëè èññëåäîâàòü âçàèìíîå ðàñïî-
ëîæåíèå êîðíåé êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ, íå âû÷èñëÿÿ ýòè
êîðíè?

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ëó÷øå îáðàòèòüñÿ ê ñâîéñòâàì
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè è åå ãðàôèêà.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå ñèñòåìó

,

.

2

2

v 7v 8 0

3v 16v 7 0

Ï - - £Ô

Ì

- - ≥ÔÓ

                       (9)

Òàê êàê êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí - -
2 7 8v v  èìååò öåëî÷èñ-

ëåííûå êîðíè –1 è 8, òî

( )
- £ £ÏÔ

¤ Ì

- - ≥ÔÓ

2

1 8,
9

3 16 7 0.

v

v v

Ïóñòü ( ) = - -
23 16 7f v v v . Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ãðàôèêîì

ôóíêöèè ( )=y f v  ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íà-
ïðàâëåíû ââåðõ è êîòîðàÿ äâàæäû ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ.
Çàìåòèì, ÷òî îñü ïàðàáîëû ïåðåñåêàåò îòðåçîê [ ]-1; 8 , ïî-

ñêîëüêó àáñöèññà âåðøèíû 
"

8

3
v = . Êðîìå òîãî, çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè ( )f v  íà êîíöàõ îòðåçêà [ ]-1; 8  ïîëîæèòåëüíû

( ) ( )( )- = =1 12, 8 57f f . Ïîýòîìó â ïëîñêîñòè êîîðäèíàò v è
ó èìååì êàðòèíó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 1, ãäå

-

-

=

8 85

3
v  è 

+

+

=

8 85

3
v

– êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà - -
2

3 16 7v v  (èíäåêñû «–»
è «+» óêàçûâàþò íà çíàê
ïåðåä êâàäðàòíûì êîðíåì).
Çàìåòèì, ÷òî ýòîò è ïîñëå-
äóþùèå ðèñóíêè âûïîëíå-
íû ñõåìàòè÷íî, áåç ñîáëþ-
äåíèÿ ìàñøòàáà.

Íà ðèñóíêå 1 øòðèõîâ-
êîé óêàçàíû ìíîæåñòâà ðå-
øåíèé íåðàâåíñòâ ñèñòåìû
(9), îòêóäà ñëåäóåò îòâåò:

1 v v
-

- £ £    èëè

 
+

£ £ 8v v ,

ò.å.
-

- £ £

8 85
1

3
v  èëè 

+

£ £

8 85
8

3
v .

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå ñèñòåìó

,

.

2

2

3v 16v 7 0

3v 17v 5 0

Ï - - ≥Ô

Ì

- - ≥ÔÓ

                       (10)

Â ýòîì ïðèìåðå îáà òðåõ÷ëåíà èìåþò «ïëîõèå» êîðíè.

Ïóñòü ( ) = - -
23 16 7f v v v  è ( ) = - -

23 17 5g v v v . Òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé ( )=y f v  è ( )=y g v  îïðåäå-

Èñïîëüçóÿ (5) è (6), ïðåäñòàâèì ñèñòåìó (4) â âèäå

( ) ( )

Ï - - £

Ô

- - ≥Ô
Ô

Ì
- - ≥

Ô

Ô
- - - £

ÔÓ

2

2

2

2 2

7 8 0,

3 16 7 0,

3 17 5 0,

2 27 162 109 0.

v v

v v

v v

v v v

               (7)

Êîììåíòàðèé 2. Ïåðåõîä îò ñèñòåìû (4) ê ñèñòåìå (7)
äîñòóïåí äàëåêî íå êàæäîìó. Îäíàêî ïîëåçíî çíàòü, ÷òî â
áîëüøèíñòâå çàäà÷ ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè ëèíåéíûå îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèÿ âûäåëÿþòñÿ â óñëîâèè íå ñëó-
÷àéíî (îáû÷íî àâòîðû, çàïóòûâàÿ «ñëåäû» ïðîñòûõ êîíñòðóê-
öèé, äåëàþò â íèõ ëèíåéíûå ïîäñòàíîâêè). Òîãäà, ââîäÿ âñïî-
ìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå, ðàâíûå ëèíåéíûì âûðàæåíèÿì, çà-
÷àñòóþ óäàåòñÿ ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ è ïðåîáðà-
çîâàíèÿ.

Íàïðèìåð, åñëè â èñõîäíîì íåðàâåíñòâå (1) ÿâíî âûäåëåííóþ
â óñëîâèè ïîäìîäóëüíóþ âåëè÷èíó 3v – 6 îáúÿâèòü çà íîâóþ
ïåðåìåííóþ u, òî íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

- - + - - £
2 2

4 81 5 81u u u u u .

Òîãäà ñèñòåìà (4) ïðèíèìàåò âèä

Ï - - £
Ô

- - ≥Ô
Ì

- - ≥Ô
Ô

- - £Ó

2

2

2

4 3 2

9 162 0,

4 81 0,

5 81 0,

3 18 325 0.

u u

u u

u u

u u u

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå v = 2 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âòîðîãî
íåðàâåíñòâà, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñèñòåìû (7). Íî ïîñêîëüêó
ïðè π 2v  âåëè÷èíà ( )-

2
2v  ïîëîæèòåëüíà, òî, ðàçäåëèâ îáå

÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (7) íà ( )-
2

2v , ïîëó-
÷àåì ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó
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Ó
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v v

v v

v v
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                     (8)

Íàêîíåö, ðåøèâ êâàäðàòíûå íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (8) è
ðàñïîëîæèâ ïî âîçðàñòàíèþ (÷òî íå î÷åíü ïðîñòî!) âñå êîðíè
ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ, íàõîäèì îòâåò
ñèñòåìû, ò.å. îòâåò èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà:

- -

£ £

27 4 66 8 85

9 3
v ,  

+ +

£ £

17 349 27 4 66

6 9
v .

Â ïðèâåäåííîì ïðÿìîì ðåøåíèè ëåãêî âûäåëèòü òðè ýòàïà:
I ýòàï – îñâîáîæäåíèå îò èððàöèîíàëüíîñòåé (ïåðåõîä îò

íåðàâåíñòâà (1) ê ñèñòåìå (4));
II ýòàï – óïðîùåíèå ñèñòåìû (4) (ïåðåõîä îò ñèñòåìû (4)

ê ñèñòåìå (8));
III ýòàï – ðåøåíèå ñèñòåìû (8).

Ïðåîäîëåíèå êàæäîãî ýòàïà òðåáóåò òåðïåíèÿ è àêêóðàòíîñ-
òè ïðè âûïîëíåíèè ïðåîáðàçîâàíèé è ñîïðîâîæäàåòñÿ, êàê
óêàçûâàëîñü ðàíåå, áîëüøèìè çàòðàòàìè âðåìåíè.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: íà êàêîé ñòàäèè ðåøåíèÿ ìîæíî ñýêî-
íîìèòü ñâîè óñèëèÿ? Ïðîñòåéøàÿ ðåêîìåíäàöèÿ: ïîñêîëüêó
âû÷èñëåíèÿ æåëàòåëüíî ïðîèçâîäèòü ñ ìåíüøèìè ïî ìîäóëþ
öåëûìè ÷èñëàìè, òî, åñëè èìååòñÿ âîçìîæíîñòü «óêðóïíÿòü»
ïåðåìåííóþ, åñòü ñìûñë ýòèì âîñïîëüçîâàòüñÿ. Íàïðèìåð, â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè âñïîìîãàòåëüíóþ
ïåðåìåííóþ t = 3v è ïåðåïèñàòü íåðàâåíñòâî (1) òàê:

- - + - - £ -
2 216 21 17 15 6t t t t t .

Ðèñ. 1



ëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

= - -
23 16 7y v v  è = - -

23 17 5y v v .

Ðàâåíñòâî (â ýòîì âñÿ «ñîëü»!) ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ó
êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ ïîçâîëÿåò ëåãêî ðåøèòü ýòó ñèñòåìó

è ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû åäèíñòâåí-
íîé îáùåé òî÷êè äâóõ ïàðàáîë: v =

= 2, y = –27.
Òàê êàê âåòâè îáåèõ ïàðàáîë íà-

ïðàâëåíû ââåðõ è îðäèíàòà åäèí-
ñòâåííîé îáùåé òî÷êè îòðèöàòåëü-
íà, ïîëó÷àåì êàðòèíó âçàèìíîãî
ðàñïîëîæåíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé

( )f v  è ( )g v  â êîîðäèíàòíîé ïëîñ-
êîñòè v, y, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðè-
ñóíêå 2.

×òîáû âûÿñíèòü, êàêàÿ èç äâóõ
ïàðàáîë ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíê-
öèè ( )=y f v  è êàêàÿ – ãðàôèêîì
ôóíêöèè ( )=y g v , äîñòàòî÷íî
ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé
ïðè ëþáîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà v,
îòëè÷íîì îò àáñöèññû îáùåé òî÷êè
(â äàííîì ñëó÷àå ïðè π 2v ). Òàê
êàê ( ) = -0 7f  è ( ) = -0 5g , òî

( ) ( )<0 0f g , ïîýòîìó ïàðàáîëà,
èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 2 ñèíåé
ëèíèåé, åñòü ãðàôèê ôóíêöèè

( )=y f v ,  à èçîáðàæåííàÿ êðàñ-
íîé ëèíèåé – ãðàôèê ôóíêöèè

( )=y g v .
Åñëè òåïåðü ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

êîðíåé êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ - -
2

3 16 7v v  è - -
23 17 5v v ,

íàïðèìåð, òàê: ( )
-

f
v , ( )

+

f
v , ( )

-

g
v , ( )

+

g
v , òî èç ðèñóíêà 2 ñðàçó

ïîëó÷àåì, ÷òî

( ) ( ) ( ) ( )
- - + +

< < <
g gf f

v v v v .

Îòñþäà ñëåäóåò îòâåò ñèñòåìû (10):

( )
-

£
f

v v  èëè ( )
+

≥
g

v v .

×òîáû ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìó îòâåòà, îñòàëîñü
âû÷èñëèòü êîðíè ( )

-

f
v  è ( )

+

g
v  è ïîäñòàâèòü â ïîñëåäíèå äâà

íåðàâåíñòâà:

-

£

8 85

3
v  èëè 

+

≥

17 349

6
v .

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå ñèñòåìó

,

.

2

2

3v 17v 5 0

27v 162v 109 0

Ï - - ≥Ô

Ì

- - £ÔÓ

                   (11)

Â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå îáà êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíà èìåþò
«ïëîõèå» êîðíè, íî óæå íå ðàâíûå, â îòëè÷èå îò ñèñòåìû
(10), ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû. Ïîýòîìó ïðè ïîïûòêå ðåøèòü
ñèñòåìó (11) àíàëîãè÷íî ñèñòåìå (10) íà ñòàäèè îïðåäåëåíèÿ
êîîðäèíàò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ãðàôèêîâ ïîëó÷èì êâàä-
ðàòíîå, à íå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ «ïëîõèìè» êîðíÿìè.
×òîáû ýòîãî èçáåæàòü, íàäî îáå ÷àñòè ïåðâîãî íåðàâåíñòâà
ñèñòåìû (11) óìíîæèòü íà 9 è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ââåñòè â
ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè

( ) 227 153 45f v v v= - -  è ( ) = - -
227 162 109g v v v .

Äàëåå óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ãðàôèêè ôóíêöèé ( )f v  è ( )g v

ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå, ëåæàùåé âî âòîðîé

êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè, è
( ) ( )>0 0f g . Òîãäà ñðàçó ïî-

ëó÷àåì (ðèñ.3), ÷òî

( ) ( ) ( ) ( )
- - + +

< < <
g gf f

v v v v ,

îòêóäà ñëåäóåò îòâåò ñèñòåìû
(11):

( ) ( )
- -

£ £
g f

v v v    èëè

( ) ( )
+ +

£ £
gf

v v v ,

ò.å.

27 4 66 17 349

9 6
v

- -

£ £

èëè

17 349 27 4 66

6 9
v

+ +

£ £ .

Îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîâñåì èíîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (1).
Êàê èçâåñòíî, îäíà èç îñíîâíûõ ðåêîìåíäàöèé ïðè ðåøåíèè
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ñ íåñêîëüêèìè ðàäèêàëàìè ñîñòîèò
â îïðåäåëåíèè âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ïîäêîðåííûìè è «âíåêî-
ðåííûìè» âûðàæåíèÿìè, òàê êàê çà÷àñòóþ ýòè âçàèìîñâÿçè
ìîãóò ïîäñêàçàòü ýôôåêòèâíûå ïóòè ê îòâåòó.

Â äàííîì ñëó÷àå, åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

= - -
2

9 48 21x v v  è = - -
29 51 15y v v ,

òî ëåãêî îáíàðóæèòü, ÷òî

3v – 6 = x – y.

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

+ £ -x y x y .                      (12)

Ïîâòîðèì, íàïðèìåð, ïðÿìîå ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ îáîçíà-
÷åíèÿ õ è ó:
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Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé v, çàêàí÷èâàåì ðåøåíèå ïî
îäíîìó èç óêàçàííûõ ðàíåå ïóòåé.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Íåðàâåíñòâî (12) äîïóñêàåò è èíûå âàðèàíòû óïðîùåíèÿ,
êîòîðûå ïðàêòè÷åñêè íåðåàëüíî îáíàðóæèòü, íå ïåðåõîäÿ ê
ïåðåìåííûì õ è ó. Òàê êàê

( ) ( ) ( ) ( )- = - = + -

2 2

x y x y x y x y

è

( ) ( ) ( ) ( )+ - = + -x y x y x y x y ,

íåðàâåíñòâî (12) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

( )+ £ + -x y x y x y .           (13)

Åñëè õ = ó, òî v  = 2. Ïðè v = 2 íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâ-
êîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî x < 0 (è y < 0). Ïîýòîìó ðàâåíñòâî õ =

ó = 0 íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ≥ 0x  è ≥ 0y

âûðàæåíèå +x y  âñåãäà ïîëîæèòåëüíî. Òîãäà, ðàçäåëèâ

îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (13) íà x y+ , ïîëó÷èì ðàâíîñèëü-
íîå åìó íåðàâåíñòâî

£ -1 x y .                         (14)

Äàëåå âîçìîæíû äâà âàðèàíòà ïðåîáðàçîâàíèÿ íåðàâåíñòâà
(14): ëèáî âîçâåñòè îáå åãî ÷àñòè â êâàäðàò, ëèáî ïåðåéòè ê
ñèñòåìå, âñêðûâàÿ ìîäóëü. Ðàññìîòðèì îáà âàðèàíòà.

Â ïåðâîì âàðèàíòå èìååì:

( ) ( )¤ £ - ¤ £ - ¤

22
214 1 1x y x y

1 2 2 1x x y y x y x y¤ £ - + ¤ £ + - ¤
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x y x y

+ - ≥Ï
Ô

¤ Ì
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Ó
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Ô
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Ó
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Ô
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0,

0,

1 0,
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x
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x y

x y x y

Åñëè âåðíóòüñÿ ê ïåðåìåííîé v, òî ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ïîñëå
î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèìåò âèä

Ï - - ≥

Ô

- - ≥Ô

Ì

- - ≥Ô

Ô
- - £

Ó

2

2

2

2

3 16 7 0,

3 17 5 0,

18 99 37 0,

27 162 109 0.

v v

v v

v v

v v

                   (15)

Çäåñü òîëüêî òðè íåðàâåíñòâà (ïåðâîå, âòîðîå è ÷åòâåðòîå)
ñîâïàäàþò ñ òðåìÿ íåðàâåíñòâàìè ñèñòåìû (8) (ñî âòîðûì,
òðåòüèì è ÷åòâåðòûì ñîîòâåòñòâåííî). Íî ñèñòåìû (8) è (15)
ðàâíîñèëüíû, ïîñêîëüêó îíè ðàâíîñèëüíû íåðàâåíñòâó (1).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ñèñòåìå (8)
ïåðâîå íåðàâåíñòâî åñòü ñëåäñòâèå ÷åòâåðòîãî, à â ñèñòåìå
(15) òðåòüå íåðàâåíñòâî åñòü ñëåäñòâèå ïåðâûõ äâóõ, ò.å.
èñõîäíîå íåðàâåíñòâî (1), ñèñòåìû (8) è (15) ðàâíîñèëüíû
òàêîé ñèñòåìå òðåõ íåðàâåíñòâ:

Ï - - ≥

Ô
Ô

- - ≥Ì

Ô
- - £

ÔÓ

2

2

2

3 16 7 0,

3 17 5 0,

27 162 109 0.

v v

v v

v v

                   (16)

Ïîýòîìó ê ïðèìåðàì 1–3 ìîæíî äîáàâèòü åùå îäèí.
Ïðèìåð 4. Íàéäèòå â äàííîé ñèñòåìå íåðàâåíñòâî,

ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì îñòàëüíûõ (êàêèõ?) íåðàâåíñòâ

ñèñòåìû:

à) 

,

,

,

;

2

2

2

2

v 7v 8 0

3v 16v 7 0

3v 17v 5 0

27v 162v 109 0

Ï - - £

Ô

- - ≥Ô

Ì

- - ≥Ô

Ô
- - £Ó

    á) 

,

,

,

.

2

2

2

2

3v 16v 7 0

3v 17v 5 0

18v 99v 37 0

27v 162v 109 0

Ï - - ≥

Ô

- - ≥Ô

Ì

- - ≥Ô

Ô
- - £Ó

Ðåøèòå ýòîò ïðèìåð ñàìîñòîÿòåëüíî.
Ìîæíî ñóùåñòâåííî óñëîæíèòü ýòî çàäàíèå, çàïðåòèâ

âû÷èñëåíèå êîðíåé êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ â ëåâûõ ÷àñòÿõ
íåðàâåíñòâ.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé íåðàâåí-
ñòâà (14) ïðè âòîðîì èç îáîçíà÷åííûõ âûøå âàðèàíòîâ. Òàê
êàê

,

f
f

f

ϕ
ϕ

ϕ
≥È

≥ ¤
Í
- ≥Î

òî

( )
1

16
1

x y

y x

È £ -

¤ ¤Í

Í £ -
Î

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

11

1 1

y xy x

x y x y

È
+ £È + £

Í
¤ ¤ ¤Í

Í
Í + £
Î + £Í

Î

2 1 2 1

2 1 2 1

y y x y x y

x x y x y x

È È+ + £ £ - -

¤ ¤ ¤Í Í

Í Í+ + £ £ - -Î Î

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1 0,

2 1

1 0,

2 1

x y

y x y

y x

x y x

- - ≥ÈÏ
Ô

Í
Ì

Í £ - -Ô
ÓÍ

¤ ¤
Í - - ≥Ï
ÔÍ
Ì

Í
£ - -ÔÍÓÎ

( ) ( )

( ) ( )

2

2

0,

1 0,

2 1 0

0,

1 0,

2 1 0.

y

x y

x y x y

x

y x

x y x y

ÈÏ
≥

ÍÔ
Ô

Í - - ≥Ì

ÍÔ

- - + + ≥ÍÔÓ

Í

ÏÍ ≥

ÔÍÔ
- - ≥ÌÍ

ÔÍ

- - + + ≥ÔÍÓÎ

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé v, íàõîäèì, ÷òî èñõîäíîå íåðà-
âåíñòâî (1) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòè äâóõ
ñèñòåì:

Ï - - ≥

Ô

- ≥Ì

Ô
- - £

Ó

2

2

3 17 5 0,

3 7 0,

27 162 109 0

v v

v

v v

  è  

Ï - - ≥

Ô

- ≥Ì

Ô
- - £

Ó

2

2

3 16 7 0,

5 3 0,

27 162 109 0.

v v

v

v v

   (17)

Ïåðâàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâó

+ +

£ £

17 349 27 4 66

6 9
v ,

à âòîðàÿ – íåðàâåíñòâó

- -

£ £

27 4 66 8 85

9 3
v .

Çàêëþ÷åíèå

Âûøå áûëè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïåðåõîäà îò
èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà (1) ê ðàâíîñèëüíûì åìó ñèñòåìàì è
ñîâîêóïíîñòÿì ëèíåéíûõ è êâàäðàòíûõ íåðàâåíñòâ. Î÷åâèä-
íî, ÷òî òàêèõ âàðèàíòîâ ìíîãî. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
ëþáîé ïîäîáíûé ïåðåõîä òðåáóåò ñåðüåçíûõ óñèëèé è íàâû-
êîâ, ÷òîáû èçáåæàòü îøèáîê è ïîòåðè âðåìåíè.

Åñòåñòâåííî, îñîáóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå
ïîëó÷åííûõ ñèñòåì è èõ ñîâîêóïíîñòåé ((4), (8), (15), (16),
(17)) âñëåäñòâèå «ïëîõèõ» êîðíåé ôèãóðèðóþùèõ â íèõ
êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ.



XXXI Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà
øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
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Ôåäåðàëüíûé îêðóæíîé (IV) ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïè-
àäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå ïðîõîäèë ñ 22 ïî 27 ìàðòà
2005 ãîäà â ãîðîäàõ Ïñêîâ (Ñåâåðî-Çàïàäíûé ôåäåðàëüíûé
îêðóã), Òâåðü (Öåíòðàëüíûé), Ìàéêîï (Þæíûé), Óôà (Ïðè-
âîëæñêèé), Íîâîñèáèðñê (Ñèáèðñêèé è Óðàëüñêèé), Õàáà-
ðîâñê (Äàëüíåâîñòî÷íûé).

Çàêëþ÷èòåëüíûé (V) ýòàï îëèìïèàäû ïðîõîäèë ñ 23 ïî 29
àïðåëÿ â Íèæíåì Íîâãîðîäå íà áàçå óäîáíîãî äëÿ ïðîâåäå-
íèÿ òâîð÷åñêèõ ñîðåâíîâàíèé ëèöåÿ – Öåíòðà îäàðåííûõ
øêîëüíèêîâ. Â ñîðåâíîâàíèÿõ ïðèíÿëè ó÷àñòèå ïîáåäèòåëè
è ïðèçåðû IV ýòàïà – ïðåäñòàâèòåëè 38 ñóáúåêòîâ Ðîññèéñ-
êîé Ôåäåðàöèè, êîìàíäû Ìîñêâû, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà, à òàê-
æå íå â ïåðâûé ðàç ïðèåçæàþùèå ê íàì â ãîñòè êîìàíäû
Áîëãàðèè è Êèòàÿ, âñåãî 199 øêîëüíèêîâ.

Íåñìîòðÿ íà âûñîêóþ ñëîæíîñòü çàäàíèé ôèíàëà, êàæäàÿ
çàäà÷à áûëà ðåøåíà õîòÿ áû îäíèì ó÷àñòíèêîì. Ñïåöïðèç çà
ðåøåíèå ñàìîé òðóäíîé çàäà÷è îëèìïèàäû (çàäà÷è 8 äëÿ 11
êëàññà) ïîëó÷èë Âàñèëèé Àñòàõîâ èç Ñàðàòîâà. Êàê îáû÷íî,
ìíîãèå øêîëüíèêè ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ñâîé âûñîêèé óðî-
âåíü, ïðèäóìûâàÿ êðàñèâûå ðåøåíèÿ, ïîðîé íå èçâåñòíûå
äî íà÷àëà îëèìïèàäû ÷ëåíàì æþðè. Ñïåöïðèçàìè çà îðèãè-
íàëüíûå ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ òðóäíûõ çàäà÷ îëèìïèàäû
áûëè íàãðàæäåíû Àâêñåíòüåâ Åâãåíèé èç Ðîñòîâà-íà-Äîíó,
Ìèòðîôàíîâ Èâàí èç Êîëîìíû, Âîðîáüåâ Ñåðãåé èç Êèðîâà,
Èëüèí Àíòîí èç Óôû è Çóáàíîâ Êîíñòàíòèí èç Ëóãè. Òðàäè-
öèîííûé ïðèç «Çà âîëþ ê ïîáåäå» áûë âðó÷åí Ìàðèíå
Êîçà÷îê èç Äîëãîïðóäíîãî, íåóäà÷íî âûñòóïèâøåé â ïåðâûé
äåíü, íî åäèíñòâåííîé èç âñåõ äåñÿòèêëàññíèêîâ ðåøèâøåé
âñå çàäà÷è âòîðîãî äíÿ. Ïðèç ñàìîãî þíîãî ó÷àñòíèêà
äîñòàëñÿ Âèêòîðó Îìåëüÿíåíêî èç Áåëãîðîäà (åãî 11-ëåòèå
ïðèøëîñü íà äíè îëèìïèàäû), êîòîðûé çàâîåâàë ïðàâî
ó÷àñòâîâàòü â ôèíàëå ñâîèì óñïåøíûì âûñòóïëåíèåì çà 9
êëàññ íà IV ýòàïå.

Ñëåäóåò ñêàçàòü ñëîâà áîëüøîé áëàãîäàðíîñòè îðãêîìè-
òåòàì âñåõ îëèìïèàä IV è V ýòàïîâ çà õîðîøóþ îðãàíèçàöèþ
è ãîñòåïðèèìñòâî.

Ïðèâîäèì óñëîâèÿ çàäà÷ îêðóæíîãî è çàêëþ÷èòåëüíîãî
ýòàïîâ, à òàêæå ñïèñîê ïðèçåðîâ Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû
ïî ìàòåìàòèêå.

Îêðóæíîé ýòàï

8 êëàññ

1. Â 12 ÷àñîâ äíÿ «Çàïîðîæåö» è «Ìîñêè÷» íàõîäèëèñü íà
ðàññòîÿíèè 90 êì è íà÷àëè äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. ×åðåç äâà ÷àñà îíè ñíîâà îêàçàëèñü
íà ðàññòîÿíèè 90 êì. Íåçíàéêà óòâåðæäàåò, ÷òî «Çàïîðî-
æåö» äî âñòðå÷è ñ «Ìîñêâè÷îì» è «Ìîñêâè÷» ïîñëå âñòðå÷è
ñ «Çàïîðîæöåì» ïðîåõàëè â ñóììå 60 êì. Äîêàæèòå, ÷òî îí
íå ïðàâ.

Å.Êóëèêîâ

2. Â ñðåäíåé êëåòêå ïîëîñêè 1 2005¥  ñòîèò ôèøêà. Äâà
èãðîêà ïî î÷åðåäè ñäâèãàþò åå: ñíà÷àëà ïåðâûé èãðîê
ïåðåäâèãàåò ôèøêó íà îäíó êëåòêó â ëþáóþ ñòîðîíó, çàòåì
âòîðîé ïåðåäâèãàåò åå íà 2 êëåòêè, 1-é – íà 4 êëåòêè, 2-é –
íà 8 è ò.ä. (k-é ñäâèã ïðîèñõîäèò íà 1

2
k-  êëåòîê). Òîò, êòî

íå ìîæåò ñäåëàòü î÷åðåäíîé õîä, ïðîèãðûâàåò. Êòî ìîæåò
âûèãðàòü íåçàâèñèìî îò èãðû ñîïåðíèêà?

Î.Ïîäëèïñêèé

3. Äàíû 19 êàðòî÷åê. Ìîæíî ëè íà êàæäîé èç êàðòî÷åê
íàïèñàòü íåíóëåâóþ öèôðó òàê, ÷òîáû èç ýòèõ êàðòî÷åê
ìîæíî áûëî ñëîæèòü ðîâíî îäíî 19-çíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùå-
åñÿ íà 11?

Ð.Æåíîäàðîâ, È.Áîãäàíîâ

4. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ. Òî÷êè B¢  è C¢

ñèììåòðè÷íû, ñîîòâåòñòâåííî, âåðøèíàì Â è Ñ îòíîñèòåëüíî
ïðÿìûõ ÀÑ è ÀÂ. Ïóñòü P – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABB¢  è ACC¢ , îòëè÷íàÿ îò À.
Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ÀÂÑ ëåæèò íà ïðÿìîé ÐÀ.

Â.Ôèëèìîíîâ

5. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ðàâíà
100, à ñóììà öèôð ÷èñëà 5N ðàâíà 50. Äîêàæèòå, ÷òî N
÷åòíî.

È.Áîãäàíîâ

6. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD óãëû À è Ñ ðàâíû. Áèññåê-
òðèñà óãëà Â ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AD â òî÷êå Ð. Ïåðïåíäèêó-
ëÿð ê ÂÐ, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó À, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ ÂÑ

â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå PQ è CD ïàðàëëåëüíû.
À.Àêîïÿí

7. Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû ( ),x y  íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî
n

x y a+ = , 2 2 m
x y a+ =  äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ a, n, m.

Â.Ñåíäåðîâ

8. Â 99 ÿùèêàõ ëåæàò ÿáëîêè è àïåëüñèíû. Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî òàê âûáðàòü 50 ÿùèêîâ, ÷òî â íèõ îêàæåòñÿ íå ìåíåå
ïîëîâèíû âñåõ ÿáëîê è íå ìåíåå ïîëîâèíû âñåõ àïåëüñèíîâ.

È.Áîãäàíîâ, Ã.×åëíîêîâ

9 êëàññ

1. Â êîììåð÷åñêîì òóðíèðå ïî ôóòáîëó ó÷àñòâîâàëî ïÿòü
êîìàíä. Êàæäàÿ äîëæíà áûëà ñûãðàòü ñ êàæäîé ðîâíî îäèí
ìàò÷. Â ñâÿçè ñ ôèíàíñîâûìè òðóäíîñòÿìè îðãàíèçàòîðû
íåêîòîðûå èãðû îòìåíèëè. Â èòîãå îêàçàëîñü, ÷òî âñå êîìàí-
äû íàáðàëè ðàçëè÷íîå ÷èñëî î÷êîâ è íè îäíà êîìàíäà â ãðàôå
íàáðàííûõ î÷êîâ íå èìååò íóëÿ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî
èãð ìîãëî áûòü ñûãðàíî â òóðíèðå, åñëè çà ïîáåäó íà÷èñëÿ-
ëîñü òðè î÷êà, çà íè÷üþ – îäíî, çà ïîðàæåíèå – íîëü?

Ð.Æåíîäàðîâ, À.Õðàáðîâ

2. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 8 êëàññà.
3. Äâîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè ðàññòàâëÿþò â êàæäîé èç 24

êëåòîê ïîâåðõíîñòè êóáà 2 2 2¥ ¥  ÷èñëà 1, 2, 3, …, 24
(êàæäîå ÷èñëî ìîæíî ñòàâèòü îäèí ðàç). Âòîðîé èãðîê
õî÷åò, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë â êëåòêàõ êàæäîãî êîëüöà èç 8
êëåòîê, îïîÿñûâàþùåãî êóá, áûëè îäèíàêîâûìè. Ñìîæåò ëè
ïåðâûé èãðîê åìó ïîìåøàòü?

Ë.Åìåëüÿíîâ

4. Ñì. çàäà÷ó Ì1973 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».
5. Ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 8 êëàññà.
6. Ñì. çàäà÷ó Ì1968,à «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».
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7. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ àðèô-
ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ { }n n

a
ŒN

 èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå 9n na a

+
◊ ◊…  äåëèòñÿ íà ñóììó 9n na a

+
+ +…

ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n?
Â.Ñåíäåðîâ

8. Â 100 ÿùèêàõ ëåæàò ÿáëîêè è àïåëüñèíû. Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî òàê âûáðàòü 34 ÿùèêà, ÷òî â íèõ îêàæåòñÿ íå ìåíåå
òðåòè âñåõ ÿáëîê è íå ìåíåå òðåòè âñåõ àïåëüñèíîâ.

È.Áîãäàíîâ, Ã.×åëíîêîâ

10 êëàññ

1. Êîñèíóñû óãëîâ îäíîãî òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî
ðàâíû ñèíóñàì óãëîâ äðóãîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå íàè-
áîëüøèé èç øåñòè óãëîâ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ.

Í.Àãàõàíîâ

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x > 0 è íàòóðàëüíîãî n
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

( )

( )

1

1

2
1

1

n

n

n

x
x

x

+

-
+ ≥

+

.

À.Õðàáðîâ

3. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 9 êëàññà.
4. Äàíû 3N ≥  òî÷åê, çàíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè 1, 2, …, N.

Êàæäûå äâå òî÷êè ñîåäèíåíû ñòðåëêîé îò ìåíüøåãî ê áîëü-
øåìó. Ðàñêðàñêó âñåõ ñòðåëîê â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà
íàçîâåì îäíîòîííîé, åñëè íåò äâóõ òàêèõ òî÷åê À è Â, ÷òî îò
À äî Â ìîæíî äîáðàòüñÿ è òîëüêî ïî êðàñíûì ñòðåëêàì, è
òîëüêî ïî ñèíèì. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî îäíîòîííûõ ðàñêðà-
ñîê.

È.Áîãäàíîâ, Ã.×åëíîêîâ

5. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ 1 2, , ,a a …  ñîñòîÿùàÿ èç
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêîâà, ÷òî ïðè ëþáîì n ïðîèçâåäåíèå

na 31na
+

 äåëèòñÿ íà 2005. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî âñå
÷ëåíû ïðîãðåññèè äåëÿòñÿ íà 2005?

Â.Ñåíäåðîâ

6. Ñì. çàäà÷ó 6 äëÿ 9 êëàññà.
7. Íàéäèòå âñå ïàðû ( ),a b  íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî

ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî n n
a b+  ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé

( )1n + -é ñòåïåíüþ.
Â.Ñåíäåðîâ

8. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí ïðÿìîóãîëüíèê, ñòîðî-
íû êîòîðîãî îáðàçóþò óãëû â 45° ñ ëèíèÿìè ñåòêè, à âåðøèíû
íå ëåæàò íà ëèíèÿõ ñåòêè. Ìîæåò ëè êàæäóþ ñòîðîíó
ïðÿìîóãîëüíèêà ïåðåñåêàòü íå÷åòíîå ÷èñëî ëèíèé ñåòêè?

Ñ.Âîë÷¸íêîâ

11 êëàññ

1. Íàéäèòå âñå ïàðû ÷èñåë , 0;
2

x y
πÊ ˆ

Œ Á ˜
Ë ¯

, óäîâëåòâîðÿþùèå

ðàâåíñòâó ( )sin sin sinx y xy+ = .
È.Áîãäàíîâ

2. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî S òàêîå, ÷òî åñëè a + b +

+ c + d = S è 
1 1 1 1

S
a b c d

+ + + =  (a, b, c, d îòëè÷íû îò íóëÿ

è åäèíèöû), òî 
1 1 1 1

1 1 1 1
S

a b c d
+ + + =

- - - -

. Íàéäèòå S.

Ð.Æåíîäàðîâ

3. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 10 êëàññà.
4. Ïóñòü 1AA  è 1BB  – âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî íåðàâíîáåä-

ðåííîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Èçâåñòíî, ÷òî îòðåçîê 1 1A B

ïåðåñåêàåò ñðåäíþþ ëèíèþ, ïàðàëëåëüíóþ ÀÂ, â òî÷êå C¢ .
Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê CC¢  ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò è öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.

Ë.Åìåëüÿíîâ

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà Ð ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò òàêîå
íàòóðàëüíîå n, ÷òî ( ) ( ) ( )1 2P P P n+ + +…  äåëèòñÿ íà k.

À.Ãîëîâàíîâ

6. Ñì. çàäà÷ó Ì1968,á «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».
7. Êàêèõ òî÷íûõ êâàäðàòîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 20

10 ,
áîëüøå: òåõ, ó êîòîðûõ ñåìíàäöàòàÿ ñ êîíöà öèôðà – 7, èëè
òåõ, ó êîòîðûõ ñåìíàäöàòàÿ ñ êîíöà öèôðà – 8?

À.Ãîëîâàíîâ

8. Â 100 ÿùèêàõ ëåæàò ÿáëîêè, àïåëüñèíû è áàíàíû.
Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî òàê âûáðàòü 51 ÿùèê, ÷òî â íèõ
îêàæåòñÿ íå ìåíåå ïîëîâèíû âñåõ ÿáëîê, íå ìåíåå ïîëîâèíû
âñåõ àïåëüñèíîâ è íå ìåíåå ïîëîâèíû âñåõ áàíàíîâ.

È.Áîãäàíîâ, Ã.×åëíîêîâ, Å.Êóëèêîâ

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

9 êëàññ

1. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD (AB < BC). Äîêàæèòå, ÷òî
îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ APQ, äëÿ
âñåâîçìîæíûõ òî÷åê Ð è Q, âûáðàííûõ íà ñòîðîíàõ ÂÑ è CD

ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî CP = CQ, èìåþò îáùóþ òî÷êó,
îòëè÷íóþ îò À.

Ò.Åìåëüÿíîâà

2. Ëåøà ïîñòàâèë â êëåòêè òàáëèöû 22 22¥  íàòóðàëüíûå
÷èñëà îò 1 äî 2

22 . Âåðíî ëè, ÷òî Îëåã ìîæåò âûáðàòü òàêèå
äâå êëåòêè, ñîñåäíèå ïî ñòîðîíå èëè âåðøèíå, ÷òî ñóììà
÷èñåë, ñòîÿùèõ â êëåòêàõ, äåëèòñÿ íà 4?

Î.Ïîäëèïñêèé

3. Ñóììà ÷èñåë 1 2 3, ,a a a , êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå

åäèíèöû, ðàâíà S, ïðè÷åì 
2

1

i

i

a
S

a
>

-

 äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, 3.

Äîêàæèòå, ÷òî

1 2 2 3 3 1

1 1 1
1

a a a a a a
+ + >

+ + +

.
Ñ.Áåðëîâ

4. Íà ñòîëå ëåæàò 365 êàðòî÷åê, íà îáðàòíîé ñòîðîíå
êîòîðûõ íàïèñàíû ðàçëè÷íûå ÷èñëà. Çà îäèí ðóáëü Âàñÿ
ìîæåò âûáðàòü òðè êàðòî÷êè è ïîïðîñèòü Ïåòþ ïîëîæèòü èõ
ñëåâà íàïðàâî òàê, ÷òîáû ÷èñëà íà êàðòî÷êàõ ðàñïîëàãàëèñü
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ìîæåò ëè Âàñÿ, ïîòðàòèâ 2000
ðóáëåé, ñ ãàðàíòèåé âûëîæèòü âñå 365 êàðòî÷åê íà ñòîë ñëåâà
íàïðàâî òàê, ÷òîáû ÷èñëà íà íèõ ðàñïîëàãàëèñü â  ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ?

Ì.Ãàðáåð

5. Äåñÿòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ ÷èñåë òàêîâû,
÷òî äëÿ ëþáûõ èç íèõ ëèáî ñóììà ýòèõ ÷èñåë, ëèáî èõ
ïðîèçâåäåíèå – ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðà-
òû âñåõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíû.

Î.Ïîäëèïñêèé

6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ÷èñëà 0 1 2 2005
2 ,2 ,2 , ,2…  ìîæíî

ðàçáèòü íà äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà À è Â òàê, ÷òîáû

óðàâíåíèå ( ) ( )2
0x S A x S B- + = , ãäå ( )S M  – ñóììà ÷èñåë

ìíîæåñòâà Ì, èìåëî öåëûé êîðåíü?
Í.Àãàõàíîâ, È.Áîãäàíîâ

7. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíû âûñîòû
AA¢  è BB¢ . Íà äóãå ÀÑÂ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-



Äèïëîìû  I  ñòåïåíè

ïî 9 êëàññàì ïîëó÷èëè

Àðäèíàðöåâ Íèêèòà – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239, 8 êë.,
Ñàôèí Ñòàíèñëàâ – Êðàñíîäàð, ëèöåé ÈÑÒÝÊ;

ïî 10 êëàññàì –

Åðåìèí Àëåêñåé – Êðàñíîäàð, øêîëà 47;

ïî 11 êëàññàì –

Òðåïàëèí Àíäðåé – Äîëãîïðóäíûé, ÔÌØ 5,
Àñòàõîâ Âàñèëèé – Ñàðàòîâ, ÔÒË 1,
Áåëîóñîâ Êèðèëë – ×åëÿáèíñê, ÔÌË 31,
Ìàãàçèíîâ Àëåêñàíäð – ßðîñëàâëü, øêîëà 33 èì.Ê.Ìàðêñà.

Äèïëîìû II ñòåïåíè

ïî 9 êëàññàì ïîëó÷èëè

Ãîðèíîâ Åâãåíèé – Êèðîâ, ÔÌË, 8 êë.,
Êåâåð Ìèõàèë – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239, 8 êë.,

Ïðèçåðû îëèìïèàäû

Î Ë È Ì Ï È À Ä Û 47

íèêà ÀÂÑ âûáðàíà òî÷êà D. Ïóñòü ïðÿìûå AA¢  è ÂD

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P, à ïðÿìûå BB¢  è AD ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ A B¢ ¢  ïðîõîäèò ÷åðåç
ñåðåäèíó îòðåçêà PQ.

À.Àêîïÿí

8. Ñì. çàäà÷ó Ì1975,à «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

10 êëàññ

1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåäñòàâè-

ìîå â âèäå 2 2

2 2

a b

c d

-

-

, ãäå a, b, c, d – íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Â.Ñåíäåðîâ

2. Ñì. çàäà÷ó Ì1971 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».
3. Ñì. çàäà÷ó Ì1969 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».
4. Îêðóæíîñòè Bω , Cω  – âíåâïèñàííûå äëÿ òðåóãîëüíèêà

ÀÂÑ (ò.å. Bω  è Cω  êàñàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñòîðîí ÀÑ è
ÀÂ è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ ñòîðîí). Îêðóæíîñòü Bω¢

ñèììåòðè÷íà Bω  îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòîðîíû ÀÑ, îê-
ðóæíîñòü Cω¢  ñèììåòðè÷íà Cω  îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòî-
ðîíû ÀÂ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé Bω¢  è Cω¢ , äåëèò ïåðèìåòð òðåó-
ãîëüíèêà ÀÂÑ ïîïîëàì.

Ï.Êîæåâíèêîâ

5. Â íåêîòîðûå 16 êëåòîê äîñêè 8 8¥  ïîñòàâèëè ïî ëàäüå.
Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïàð áüþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé
ìîãëî ïðè ýòîì îêàçàòüñÿ?

Å.Êóëèêîâ

6. Ñì. çàäà÷ó 7 äëÿ 9 êëàññà.
7. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà õ è ó òàêîâû, ÷òî 2 15

2 1x y- = .
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x > 1, òî õ äåëèòñÿ íà 5.

Â.Ñåíäåðîâ

8. Ñì. çàäà÷ó Ì1974 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

11 êëàññ

1. Êàêîå íàèáîëüøåå êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé ìîæåò èìåòü
óðàâíåíèå

1 50 1 50x a x a x b x b- + + - = - + + -… … ,

ãäå 1 2 50, , ,a a a… , 1 2 50, , ,b b b…  – ðàçëè÷íûå ÷èñëà?
È.Ðóáàíîâ

2. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 10 êëàññà.
3. Ïóñòü A¢ , B¢  è C¢  – òî÷êè êàñàíèÿ âíåâïèñàííûõ

îêðóæíîñòåé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà
ÀÂÑ. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ A B C¢ ¢ , AB C¢ ¢

è A BC¢ ¢  ïåðåñåêàþò âòîðîé ðàç îïèñàííóþ îêðóæíîñòü
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ â òî÷êàõ 1C , 1A  è 1B  ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê 1 1 1A BC  ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó,
îáðàçîâàííîìó òî÷êàìè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà ÀÂÑ ñ åãî ñòîðîíàìè.

Ë.Åìåëüÿíîâ

4. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y, z (x > 2, y > 1) òàêîâû, ÷òî
2

1
y

x z+ = . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ð êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðî-
ñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà õ, ÷åðåç q – êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ
ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà ó. Äîêàæèòå, ÷òî 2p q≥ + .

Â.Ñåíäåðîâ

5. Ñóùåñòâóåò ëè îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ :f ÆR R  òà-
êàÿ, ÷òî ( )1 0f >  è ( )f x  óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ ,x y Œ R

íåðàâåíñòâó

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2f x y f x f xy f y+ ≥ + + ?

Í.Àãàõàíîâ

6. Ìîæíî ëè ðàñïîëîæèòü â ïðîñòðàíñòâå 12 ïðÿìîóãîëü-
íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ 1 2 12, , ,P P P… , ðåáðà êîòîðûõ ïàðàë-
ëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì Îõ, Îó, Îz, òàê, ÷òîáû 2P

ïåðåñåêàëñÿ (ò.å. èìåë õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó) ñ êàæäûì
èç îñòàâøèõñÿ, êðîìå 1P  è 3P , 3P  ïåðåñåêàëñÿ ñ êàæäûì èç
îñòàâøèõñÿ, êðîìå 2P  è 4P , è ò.ä., 12P  ïåðåñåêàëñÿ ñ
êàæäûì èç îñòàâøèõñÿ, êðîìå 11P  è 1P , 1P  ïåðåñåêàëñÿ ñ
êàæäûì èç îñòàâøèõñÿ, êðîìå 

12P  è 2P ? (Ïîâåðõíîñòü
ïàðàëëåëåïèïåäà ïðèíàäëåæèò åìó.)

À.Àêîïÿí

7. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD ñ ïîïàðíî íåïàðàëëåëüíûìè
ñòîðîíàìè îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Î. Äîêàæè-
òå, ÷òî òî÷êà Î ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñðåäíèõ
ëèíèé ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
OA OC OB OD◊ = ◊ .

À.Çàñëàâñêèé, Ì.Èñàåâ, Ä.Öâåòîâ

8. Ñì. çàäà÷ó Ì1975,á «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

Âîëêîâ Âëàäèñëàâ – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239, 8 êë.,
Åñèí Àëåêñåé – ñò.Ñòàðîíèæåñòåáëèåâñêàÿ Êðàñíîäàðñêîãî

êð., øêîëà 55,
Èëþõèíà Ìàðèÿ – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
Ëûñîâ Ìèõàèë – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
Ìèòðîôàíîâ Èâàí – Êîëîìíà, ãèìíàçèÿ 2,
Êèñåëåâ Ïàâåë – Ðàìåíñêîå, Ðàìåíñêàÿ ãèìíàçèÿ,
Ñòåáåëåâ Ìàêñèì – Áàðíàóë, ëèöåé «Ãðàíè»,
Øìàðîâ Âëàäèìèð – Ñàðîâ, ëèöåé 15,
Ëèøàíñêèé Àíäðåé – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Ñèäîðîâ Àëåêñàíäð – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ëèöåé «ÔÒØ»,
ßðóøèí Äìèòðèé – ×åëÿáèíñê, ÔÌË 31,
Îñòðîóìîâà Ëþäìèëà – ßðîñëàâëü, øêîëà 33 èì.Ê.Ìàðêñà,

ïî 10 êëàññàì –

Òðèôîíîâ Èâàí – Àíãàðñê, øêîëà 10,
Äðóæèíèí Àíäðåé – Èðêóòñê, ëèöåé 2,
Ïàíòåëååâ Ëåîíèä – Êèðîâ, ÊÝÏË,
Äåâÿòîâ Ðîñòèñëàâ – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà
øêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå

Â ýòîì ãîäó çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï î÷åðåäíîé Âñåðîññèéñ-
êîé ôèçè÷åñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïðîøåë â Ìîðäî-
âèè, â ãîðîäå Êîâûëêèíî, ÷òî íàõîäèòñÿ â 100 êèëîìåòðàõ îò
ñòîëèöû ðåñïóáëèêè.

Â îëèìïèàäå ïðèíÿëè ó÷àñòèå 174 øêîëüíèêà 9–11 êëàññîâ
â ñîñòàâå êîìàíä îò ôåäåðàëüíûõ îêðóãîâ Ðîññèè è ãîðîäîâ
Ìîñêâû è Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîãî è ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîãî òóðîâ çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà è ñïèñîê ïðèçå-
ðîâ îëèìïèàäû.

Òåîðåòè÷åñêèé òóð

9 êëàññ

Çàäà÷à 1. Òðè ðåçèíîâûõ øíóðà
Òðè ðåçèíîâûõ øíóðà ñâÿçûâàþò âìåñòå è ìåäëåííî ðàñòÿ-

ãèâàþò â ðàçíûå ñòîðîíû (ðèñ.1). Â íåêîòîðûé ìîìåíò
äëèíû âñåõ òðåõ øíóðîâ îêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè è ðàâíû-
ìè 1 20 “ìL = . Çàòåì øíóðû ðàñòÿãèâàþò ïîä äðóãèìè
óãëàìè (ðèñ.2). Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî äëèí øíóðîâ
íàñòóïàåò ïðè äëèíå 2 30 “ìL =  êàæäîãî èõ íèõ. Èçâåñòíà Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Áîðèñêèí Ïàâåë – Ñàðîâ, ëèöåé 3,
Áàðàíîâ Ýäóàðä – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Ëîãóíîâ Àëåêñàíäð – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Íîâèêîâà Íàòàëüÿ – Èæåâñê, ÈÅÃË «øêîëà-30»;

 ïî 10 êëàññàì –

Òõîðæåâñêèé Íèêèòà – ×åðåïîâåö, øêîëà 34,
Õîõóëÿ Íèêèòà – Êðàñíîäàð, ëèöåé ÈÑÒÝÊ,
Êîðíàêîâ Èëüÿ – Ìîñêâà, Ìîñêîâñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ

Ïÿòüäåñÿò ñåäüìàÿ øêîëà,
Áåëîâ Áîðèñ – Ðàìåíñêîå, ãèìíàçèÿ 2,
Ìóçû÷êà Ñòåïàí – ×åðíîãîëîâêà, øêîëà 8,
Êàëèíèíà Åëåíà – Ñàðîâ, ëèöåé 3,
Ðÿá÷åíêî Àëåêñàíäð – Íîâîñèáèðñê, ÑÓÍÖ ÍÃÓ,
Õàïëàíîâ Àðñåíèé – Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÔÌË 33,
Çàòèöêèé Ïàâåë – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239;

ïî 11 êëàññàì –

Øåâÿêîâ Âàäèì – Ñóõèíè÷è, øêîëà 1,
Ïðîõîðåíêî Åãîð – Êðàñíîäàð, ãèìíàçèÿ 36,
Ðîäèîíîâ Èãîðü – Ôðÿçèíî, øêîëà 1,
Êóçüìåíêî Þðèé – Äîëãîïðóäíûé, ÔÌØ 5,
Ñåâåíþê Ìèõàèë – Íèæíèé Íîâãîðîä, øêîëà 85,
Íåòàé Èãîðü – Ðîñòîâ-íà-Äîíó, øêîëà 103,
Àíàíüåâñêèé Àëåêñåé – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Àíè÷êîâ ëèöåé,
Øìàêîâ Êèðèëë – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Ãèìàäååâ Ðåíàò – Êàçàíü,  ÔÌË 131,
Òðîïèí Íèêîëàé – Ìàãíèòîãîðñê, øêîëà 65,
Áîòîâ Ìèõàèë – ßðîñëàâëü, øêîëà 33 èì.Ê.Ìàðêñà.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè

Í.Àãàõàíîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ, Ä.Òåð¸øèí

Êëèìîâñêèé Àðñåíèé – Ìîñêâà, ÑÓÍÖ ÌÃÓ,
Ïîíîìàðåâà Åëèçàâåòà – Ìîñêâà, Ìîñêîâñêàÿ ãîñóäàð-

ñòâåííàÿ Ïÿòüäåñÿò ñåäüìàÿ øêîëà,
Êîçà÷îê Ìàðèíà – Äîëãîïðóäíûé, ÔÌØ 5,
Áàðàíîâ Äìèòðèé – Æóêîâñêèé, ãèìíàçèÿ 1,
Ìàòâååâ Êîíñòàíòèí – Îìñê, ëèöåé 66,
Äðåìîâ Âèêòîð – Âîëãîäîíñê, øêîëà 24,
Ãëàçìàí Àëåêñàíäð – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Îáðàçöîâ Òèìîôåé – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Ñòîëÿðîâ Äìèòðèé – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Ñèòíèêîâ Àëåêñàíäð – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Ñàõèïîâ Ðàìèëü – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Êàòûøåâ Àëåêñåé – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Ïèêàëîâ Ïàâåë – Åêàòåðèíáóðã, ãèìíàçèÿ 9,
Êðàñèëüíèêîâ Àëåêñàíäð – Óëüÿíîâñê, ãèìíàçèÿ 79,
Ñìîòðîâ Äìèòðèé – ×åëÿáèíñê, ÔÌË 31,
Èâàíîâ Ãðèãîðèé – ßðîñëàâëü, ëèöåé 2;

ïî 11 êëàññàì –

Åôèìîâ Àëåêñàíäð – Ìîñêâà, Ìîñêîâñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ
Ïÿòüäåñÿò ñåäüìàÿ øêîëà,

Ãàâðèëþê Àíäðåé – Äîëãîïðóäíûé, ÔÌØ 5,
Êàëèíèí Íèêèòà – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Áóëèòêèí Äàíèèë – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Ïîäõàëþçèí Àëåêñàíäð – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Êîçëîâ Ïàâåë – ßðîñëàâëü, ãèìíàçèÿ èì.À.Ë.Êåêèíà.

Äèïëîìû III ñòåïåíè

ïî 9 êëàññàì ïîëó÷èëè

Óðáàíîâè÷ Òèìîôåé – Èðêóòñê, ëèöåé 2,
×óâàøîâ Ñåðãåé – Êèðîâ, ÔÌË,
Ðîãîæíèêîâ Àëåêñåé – Ìîñêâà, Õèìè÷åñêèé ëèöåé 1303,
Ìàõëèí Èãîðü – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,
Ëóðüå Äåíèñ – Æóêîâñêèé, ãèìíàçèÿ 1,

íà÷àëüíàÿ äëèíà ñàìîãî äëèííîãî øíóðà â íåäåôîðìèðîâàí-
íîì ñîñòîÿíèè: l = 15 ñì. Íàéäèòå äëèíû äâóõ äðóãèõ øíóðîâ
è îòíîøåíèå æåñòêîñòåé øíóðîâ. Ñ÷èòàéòå, ÷òî ðåçèíîâûå
øíóðû ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó Ãóêà.

È.Èîãîëåâè÷

Çàäà÷à 2. Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïîåçäà
Ïîåçä ìåòðî ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå s ìåæäó ñòàíöèÿìè,

ðàçãîíÿÿñü ñ óñêîðåíèåì à äî ñåðåäèíû ïåðåãîíà è òîðìîçÿ



ñ òàêèì æå ïî ìîäóëþ óñêîðåíèåì íà âòîðîé ïîëîâèíå ïóòè.
Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè τ  îò íà÷àëà äâèæåíèÿ ñðåäíÿÿ
ñêîðîñòü ïîåçäà v  íà ïðîéäåííîì ó÷àñòêå ïóòè ìàêñèìàëü-
íà? Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå maxv  ýòîé ñêîðîñòè è
ðàññòîÿíèå l îò íà÷àëà ïóòè, íà êîòîðîì îíî äîñòèãàåòñÿ.

Ñ.Êàðìàçèí

Çàäà÷à 3. «×åðíûé ÿùèê»
Â êîðîáêå («÷åðíîì ÿùèêå») ñ ÷åòûðüìÿ âûâîäàìè íàõî-

äÿòñÿ ÷åòûðå îäèíàêîâûõ ðåçèñòîðà. Ñ ïîìîùüþ îììåòðà
èçìåðÿåòñÿ ñîïðîòèâëåíèå ìåæ-
äó âûâîäàìè 1 è 2 (ðèñ.3). Ïðè
ýòèõ èçìåðåíèÿõ ïîî÷åðåäíî ñî-
åäèíÿëèñü íàêîðîòêî âûâîäû 1–
3, 2–3 è 2–4. Ðåçóëüòàòû èçìåðå-
íèé ñëåäóþùèå: 13 3 nìR = ,

23 3 nìR = ,  24 4 nìR = ,
00 4 nìR = . Èíäåêñû óêàçûâà-

þò, êàêèå âûâîäû «÷åðíîãî ÿùè-
êà» áûëè çàêîðî÷åíû ïðè äàí-
íîì èçìåðåíèè. Èíäåêñ «00»
îçíà÷àåò, ÷òî íèêàêèå äâà âûâî-
äà íå ñîåäèíÿëèñü íàêîðîòêî.

Ðàñøèôðóéòå ïî ýòèì äàííûì ñõåìó «÷åðíîãî ÿùèêà» è
îïðåäåëèòå ñîïðîòèâëåíèå R ðåçèñòîðîâ, à òàêæå 14R  è 34R .

Ñ.Êîçåë

Çàäà÷à 4. Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ñâèíöà
Íà îëèìïèàäå ïî ôèçèêå ó÷àñòíèêàì áûëî ïðåäëîæåíî

âûïîëíèòü ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Ïåíîïëàñòîâûé ñòàêàí
åìêîñòüþ 0V , çàêðûòûé ñâåðõó ïåíîïëàñòîâîé êðûøêîé, â
êîòîðóþ âñòàâëåí òåðìîìåòð, çàïîëíÿëñÿ ãîðÿ÷åé âîäîé, è
ïî ìåðå îñòûâàíèÿ âîäû ñíèìàëàñü çàâèñèìîñòü åå òåìïåðà-
òóðû Ò îò âðåìåíè t. Çàòåì â ñòàêàí ïîìåùàëñÿ êóñîê ñâèíöà
ïëîòíîñòüþ 3 3

11,3 10  *ã ìρ = ◊  è îáúåìîì 0 2V V= , ñòà-
êàí äîâåðõó çàïîëíÿëñÿ ãîðÿ÷åé âîäîé, è âíîâü ñíèìàëàñü
çàâèñèìîñòü ( )T t . Àêêóðàòíûé ó÷åíèê èçîáðàçèë îáà ãðàôè-
êà íà îäíîì ëèñòå ìèëëèìåòðîâîé áóìàãè (êðèâûå 1 è 2 íà
ðèñóíêå 4). Ïðèíèìàÿ óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü âîäû ðàâíîé

( )3

0 4,2 10  d› *ã 0qc = ◊ ◊ , îïðåäåëèòå ïî ýòèì ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì êðèâûì óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü ñ ñâèíöà. Ïëîò-

íîñòü âîäû 3 3

0 1,0 10  *ã ìρ = ◊ . Òåïëîåìêîñòüþ ñòåíîê ñòà-
êàíà è êðûøêè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òåìïåðàòóðó â êîìíàòå,
ãäå ïðîâîäèëñÿ ýêñïåðèìåíò, ñ÷èòàéòå ïîñòîÿííîé.

Ñ.Êîçåë

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Î Ë È Ì Ï È À Ä Û 49

10 êëàññ

Çàäà÷à 1. Äâîéíàÿ çâåçäà
Äâîéíàÿ çâåçäà ñîñòîèò èç äâóõ çâåçä, îòñòîÿùèõ íà

ïîñòîÿííîå ðàññòîÿíèå äðóã îò äðóãà. Êîñìîíàâò Ãëþê
ðåøèë âûâåñòè êîñìè÷åñêèé êîðàáëü íà îðáèòó òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû îí âñå âðåìÿ íàõîäèëñÿ íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì
çâåçäû, áûë íà ïîñòîÿííîì ðàññòîÿíèè îò êàæäîé èç çâåçä è
ðàñõîäîâàë ïðè ýòîì ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òîïëèâà.
Ïðîâåäÿ âñå ðàñ÷åòû, Ãëþê íàøåë, ÷òî êîðàáëü äîëæåí
íàõîäèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè 1l  îò ïåðâîé çâåçäû è 2l  îò âòîðîé,
è óñïåøíî âûâåë êîðàáëü íà îðáèòó. ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå

1 2M M  ìàññ çâåçä?
Ñ.Êîçåë

Çàäà÷à 2. Íåêâàçèñòàòè÷åñêèå ïðîöåññû
Â öèëèíäðå ñ òåïëîíåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè ïîä ìàññèâ-

íûì òåïëîíåïðîíèöàåìûì ïîðøíåì íàõîäèòñÿ èäåàëüíûé
îäíîàòîìíûé ãàç (ðèñ.5). Ïîñëå òîãî êàê
ñèñòåìà ïðèøëà â íîâîå ñîñòîÿíèå òåðìîäè-
íàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ãèðþ áûñòðî ñíÿëè
è âíîâü äîæäàëèñü íàñòóïëåíèÿ ðàâíîâåñíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ. Îïðåäåëèòå, êàêàÿ òåìïåðàòó-
ðà ãàçà Ò óñòàíîâèòñÿ â öèëèíäðå ïîñëå
÷åòûðåõ òàêèõ öèêëîâ, åñëè ïåðâîíà÷àëüíàÿ
òåìïåðàòóðà ðàâíÿëàñü 0 300 jT = . Ñ÷èòàé-
òå, ÷òî òðåíèå ìåæäó ïîðøíåì è ñòåíêàìè
öèëèíäðà ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Âíåøíèì äàâ-
ëåíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Â.Ñëîáîäÿíèí

Çàäà÷à 3. Òåïëîåìêîñòü ñèñòåìû
Â ñîñóäå íàõîäÿòñÿ ãåëèé Íå è àçîò 2N  â êîëè÷åñòâå 1ν  è
2ν  ìîëåé ñîîòâåòñòâåííî. Ñîñóä ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè

ïîðèñòîé ïåðåãîðîäêîé Ï (ðèñ.6), êîòîðàÿ ñâîáîäíî ïðîïóñ-
êàåò ãåëèé è íå ïðîïóñ-
êàåò àçîò, ïðè÷åì èçíà-
÷àëüíî àçîò áûë òîëüêî
â ïðàâîé ÷àñòè. Ïðåíåá-
ðåãàÿ òåïëîåìêîñòüþ ñòå-
íîê ñîñóäà è ïîðøíåé,
íàéäèòå òåïëîåìêîñòü
ñèñòåìû ïðè íàãðåâàíèè
â ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:
1) ïðè çàêðåïëåííûõ
ïîðøíÿõ; 2) ïðè ñâîáîä-
íûõ ïîðøíÿõ, ñîçäàþùèõ ïîñòîÿííûå äàâëåíèÿ; 3) ïðè
ñâîáîäíîì ëåâîì ïîðøíå, ñîçäàþùåì ïîñòîÿííîå äàâëåíèå,
è çàêðåïëåííîì ïðàâîì ïîðøíå. Óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ
ïîñòîÿííàÿ R èçâåñòíà.

Î.Øâåäîâ

Çàäà÷à 4. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîäçàðÿäêà êîíäåíñàòîðà
Â öåïè (ðèñ.7) ñîñòîÿíèå êëþ÷à K ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿ-

þò: çàìûêàþò íà âðåìÿ τ , çàòåì ðàçìûêàþò íà âðåìÿ 2τ ,
ñíîâà çàìûêàþò íà âðåìÿ τ  è ðàçìûêàþò íà âðåìÿ 2τ  è òàê
äàëåå. Âðåìÿ τ  äîñòàòî÷íî ìàëî, òàê ÷òî íàïðÿæåíèå íà
êîíäåíñàòîðå áîëüøîé åìêîñòè Ñ íå óñïåâàåò çà ýòî âðåìÿ
çàìåòíî èçìåíèòüñÿ. Ïîñëå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïåðåêëþ÷å-
íèé íàïðÿæåíèå íà êîí-
äåíñàòîðå ñòàíîâèòñÿ ïðàê-
òè÷åñêè ïîñòîÿííûì, ñî-
âåðøàÿ ëèøü íåáîëüøèå
êîëåáàíèÿ îêîëî ñâîåãî
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Íàé-
äèòå â óñòàíîâèâøåìñÿ ðå-
æèìå:1) ñðåäíåå çíà÷åíèå
íàïðÿæåíèÿ U íà êîíäåí-

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7



50 Ê Â À Í T · 2 0 0 5 / ¹ 5

ñàòîðå; 2) ñðåäíþþ ñèëó òîêà I, òåêóùåãî ÷åðåç êëþ÷; 3)
îòíîøåíèå ñðåäíèõ òåïëîâûõ ìîùíîñòåé, âûäåëÿþùèõñÿ íà
ðåçèñòîðàõ. ÝÄÑ èñòî÷íèêà E  è ñîïðîòèâëåíèå R êàæäîãî
èç ðåçèñòîðîâ èçâåñòíû.

Ä.Àëåêñàíäðîâ

Çàäà÷à 5. Ñâåðõïðîâîäÿùèé ñîëåíîèä è êîíäåíñàòîð
Â íåêîòîðûé ìîìåíò ñâåðõïðîâîäÿùèé ñîëåíîèä îáúåìîì

3
40 “ìV =  ïîäêëþ÷àþò ê âûñîêîâîëüòíîìó êîíäåíñàòîðó

åìêîñòüþ Ñ = 100 ìêÔ, çàðÿæåííîìó äî íàïðÿæåíèÿ U =
= 1 êÂ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
ñîëåíîèäå 0 1,6 ŠëB =  ðàçðóøàåòñÿ ñîñòîÿíèå ñâåðõïðîâî-
äèìîñòè ìàòåðèàëà, èç êîòîðîãî âûïîëíåíà îáìîòêà ñîëåíî-
èäà. Îïðåäåëèòå, ïðîèçîéäåò ëè ðàçðóøåíèå ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòè â îïèñàííîì ýêñïåðèìåíòå. Ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííàÿ

7

0 4 10μ π -
= ◊  åäèíèö ÑÈ.

Ñ.Êîçåë

11 êëàññ

Çàäà÷à 1. Èç îáëàñòè ôàíòàñòèêè
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå êàêîé-òî êîñìè÷åñêîé

êàòàñòðîôû Ëóíà îñòàíîâèëàñü â ñâîåì îðáèòàëüíîì äâèæå-
íèè âîêðóã Çåìëè. Îïðåäåëèòå, êàêîå âðåìÿ τ  Ëóíà áóäåò
ïàäàòü íà Çåìëþ è ñ êàêîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ v îíè
ñòîëêíóòñÿ. Ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî Ëóíû 5

3,84 10  *ìL = ◊ ,
ðàäèóñ Çåìëè R = 6370 êì. Ìàññó è ðàçìåð Ëóíû ìîæíî
ñ÷èòàòü ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé è ðàçìåðîì Çåìëè.

Ñ.Êîçåë

Çàäà÷à 2. Íåêâàçèñòàòè÷åñêèå öèêëè÷åñêèå ïðîöåññû
Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ èäåàëüíûé äâóõàòîìíûé ãàç çàíè-

ìàåò ÷àñòü îáúåìà òåïëîèçîëèðîâàííîãî ñîñóäà ñ ìàññèâíûì
òåïëîèçîëèðîâàííûì ïîðøíåì (ñì. ðèñ. 5). Íà ïîðøåíü
ïîñòàâèëè ãèðþ. Êîãäà ñèñòåìà ïðèøëà â íîâîå ñîñòîÿíèå
òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, îêàçàëîñü, ÷òî äàâëåíèå
ãàçà âîçðîñëî íà 25%. Çàòåì ãèðþ áûñòðî ñíÿëè è âíîâü
äîæäàëèñü íàñòóïëåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñêîëüêî
òàêèõ öèêëîâ óñòàíîâêè è ñíÿòèÿ ãèðè ìîæíî ñîâåðøèòü,
ïîêà îáúåì ãàçà íå óâåëè÷èòñÿ âäâîå ïðè î÷åðåäíîì óäàëåíèè
ãèðè? Ñ÷èòàéòå, ÷òî òðåíèå ìåæäó ïîðøíåì è ñòåíêàìè
öèëèíäðà ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Âíåøíèì äàâëåíèåì ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü.

Â.Ñëîáîäÿíèí

Çàäà÷à 3. Ãàç Êëàóçèóñà
Ðàçðàáàòûâàÿ êèíåòè÷åñêóþ òåîðèþ ãàçîâ, Êëàóçèóñ ââåë

â óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà (â ðàñ÷åòå íà 1 ìîëü)
ïîïðàâêó b, êîòîðàÿ èìååò
ñìûñë ñîáñòâåííîãî îáúåìà ìî-
ëåêóë ãàçà: ( )p V b RT- = .
Ïðîöåññ 1–2 (ðèñ.8) ïðîèçâî-
äèòñÿ ñíà÷àëà ñ îäíèì ìîëåì
èäåàëüíîãî ãàçà, à çàòåì ñ îä-
íèì ìîëåì ãàçà Êëàóçèóñà.
Íàéäèòå ðàçíîñòü TΔ  ìàêñè-
ìàëüíûõ òåìïåðàòóð ãàçîâ â
ýòèõ îïûòàõ, à òàêæå óêàæèòå,
êàêàÿ èç íèõ áîëüøå. Èçâåñò-
íî, ÷òî 0 1,51 lo=p = , b =

3

044 “ì ì%ëü V= � , R =

( )8,310 d› ì%ëü j= ◊ .
Â.Ñëîáîäÿíèí

Çàäà÷à 4. Ñâåðõïðîâîäÿùèé ñîëåíîèä è èñòî÷íèê
Ñâåðõïðîâîäÿùèé ñîëåíîèä äëèíîé l = 10 ñì è ïëîùàäüþ

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 2
1,6 “ìS =  èìååò N = 1000 âèòêîâ. Â

íåêîòîðûé ìîìåíò ñîëåíîèä ïîäêëþ÷àþò ê èñòî÷íèêó ñ ÝÄÑ

24 B=E  è âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì r = 0,2 Îì. Èçâåñ-
òíî, ÷òî ïðè èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ 0 1,26 ŠëB =  ñîñòî-
ÿíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè îáìîòêè ñîëåíîèäà ðàçðóøàåòñÿ.
Îïðåäåëèòå, ïåðåéäåò ëè â ýòîì ýêñïåðèìåíòå îáìîòêà ñîëå-
íîèäà èç ñâåðõïðîâîäÿùåãî â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå è, åñëè
äà, òî ÷åðåç êàêîå âðåìÿ ïîñëå ïîäêëþ÷åíèÿ, à åñëè íåò, òî
ïðè êàêîé ÝÄÑ E  èñòî÷íèêà ïðîèçîøåë áû ïåðåõîä. Ìàã-

íèòíàÿ ïîñòîÿííàÿ 7

0 4 10μ π -
= ◊  åäèíèö ÑÈ,

Ñ.Êîçåë

Çàäà÷à 5. Ôîòîýôôåêò
Öèíêîâûé øàðèê ðàäèóñîì R = 1 ñì ðàñïîëîæåí â âàêóóìå

âäàëè îò äðóãèõ òåë è çàðÿæåí äî ïîòåíöèàëà 0 0,5 Bϕ = -

(ïîëàãàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè 0ϕ = ). Øàðèê îñâåòèëè ìîíî-
õðîìàòè÷åñêèì óëüòðàôèîëåòîâûì ñâåòîì ñ äëèíîé âîëíû

290 …ìλ = .
1) Ñ êàêîé ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ 1v  âûëåòàþò ôîòî-

ýëåêòðîíû èç øàðèêà?
2) Êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü 2v  áóäóò èìåòü íà

áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò øàðèêà ôîòîýëåêòðîíû, âûëåòåâøèå
èç íåãî â íà÷àëå îïûòà?

3) Íàéäèòå ïîòåíöèàë 1ϕ  øàðèêà ïîñëå ïðîäîëæèòåëüíî-
ãî îáëó÷åíèÿ.

4) Êàêîå ÷èñëî N ôîòîýëåêòðîíîâ ïîêèíóò øàðèê ïðè
ïðîäîëæèòåëüíîì îáëó÷åíèè óëüòðàôèîëåòîì?

Êðàñíàÿ ãðàíèöà ôîòîýôôåêòà äëÿ öèíêà 0 332 …ìλ = .
Ñêîðîñòü ñâåòà 8

3,0 10  ì “c = ◊ . Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà
34

6,63 10  d› “h
-

= ◊ . Ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ 0ε =

12
8,85 10  t ì

-
= ◊ . Çàðÿä ýëåêòðîíà 19

1,6 10  jëe
-

= - ◊ .

Ìàññà ýëåêòðîíà 31
9,1 10  *ãm

-
= ◊ .

Ñ.Êîçåë

Ýêñïåðèìåíòàëüíûé òóð

9 êëàññ

Çàäà÷à 1. Ðåãóëèðóåìûé «÷åðíûé ÿùèê»
Â «÷åðíîì ÿùèêå», èìåþùåì 3 âûâîäà, ñîáðàíà ýëåêòðè-

÷åñêàÿ öåïü, ñîñòîÿùàÿ èç íåñêîëüêèõ ðåçèñòîðîâ ñ ïîñòîÿí-
íûì ñîïðîòèâëåíèåì è îäíîãî ïåðåìåííîãî ðåçèñòîðà. Ñî-
ïðîòèâëåíèå ïåðåìåííîãî ðåçèñòîðà ìîæíî èçìåíÿòü îò íóëÿ
äî íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 0R  ñ ïîìîùüþ
ðåãóëèðîâî÷íîé ðó÷êè, âûâåäåííîé íàðóæó. Ñ ïîìîùüþ
îììåòðà èññëåäóéòå ñõåìó «÷åðíîìó ÿùèêà» è, ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî ÷èñëî íàõîäÿùèõñÿ â íåì ðåçèñòîðîâ ìèíèìàëüíî,

1) èçîáðàçèòå ñõåìó ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, çàêëþ÷åííîé â
«÷åðíîì ÿùèêå»;

2) âû÷èñëèòå ñîïðîòèâëåíèÿ ïîñòîÿííûõ ðåçèñòîðîâ è
âåëè÷èíó 0R ;

3) îöåíèòå òî÷íîñòü âû÷èñëåííûõ âàìè çíà÷åíèé ñîïðî-
òèâëåíèé.

Îáîðóäîâàíèå: «÷åðíûé ÿùèê»; îììåòð.
Â.Ñëîáîäÿíèí

Çàäà÷à 2. Ëåä ñ âîäîé
Îïðåäåëèòå ìàññîâóþ äîëþ ëüäà â ñìåñè ëüäà è âîäû íà

ìîìåíò âûäà÷è.
Îáîðóäîâàíèå: ñìåñü âîäû ñî ëüäîì; òåðìîìåòð; ÷àñû.
Ïðèìå÷àíèå: óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû c =

( )4200 d› *ã 0q= ◊ , óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà
335 *d› *ãλ = .

Ôîëüêëîð

10 êëàññ

Çàäà÷à 1. Êîëåáàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
Ñòåðæåíü ñ äâóìÿ ãðóçàìè À è Â óêðåïëåí íà ãîðèçîíòàëü-

íîé îñè è ìîæåò ñîâåðøàòü óãëîâûå êîëåáàíèÿ, ò.å. ïðåäñòàâ-

Ðèñ. 8



Äèïëîìû I ñòåïåíè

ïî 9 êëàññàì ïîëó÷èëè

Êîòîâ Àíäðåé – Ìîñêâà, Ìîñêîâñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ Ïÿòü-
äåñÿò ñåäüìàÿ øêîëà,

Êóëèåâ Âèòàëèé – Êèðîâ, ÔÌË,
Ñîëîâüåâà Êñåíèÿ – Ïåðìü, øêîëà 146,
Åôèìîâ Ñåðãåé – Áèéñê, Áèéñêèé ëèöåé,
Êóçèí Äåíèñ – Åëüíèêè, Åëüíèêîâñêèé ëèöåé,
Êîñòðûãèí Àíàòîëèé – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,
Àíäðååâ Àíäðåé – ×åáîêñàðû, ëèöåé 44,
Áóäêèí Ãðèãîðèé – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ëèöåé «ÔÒØ»;

ïî 10 êëàññàì –

Ðûíäèí Ìàêñèì – Áåðåçíèêè, øêîëà 3,
Çîðêèí Ñåðãåé – Èðêóòñê, ëèöåé ÈÃÓ,
Ìîñòîâûõ Ïàâåë – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, øêîëà 306,
Ïüÿíêîâ Àíäðåé – Íîâîêóçíåöê, ëèöåé 84,
Çàíèí Àíäðåé – Òàìáîâ, ëèöåé 14;

ïî 11 êëàññàì –

Åðîôååâ Èâàí – Íîâîñèáèðñê, ëèöåé 130,
Âäîâèí Âàëåðèé – Íèæíèé Íîâãîðîä, ëèöåé 36,
Ãóùèí Èâàí – ßðîñëàâëü, øêîëà 33 èì. Ê.Ìàðêñà,

Ïðèçåðû îëèìïèàäû

ëÿåò ñîáîé ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê (ðèñ.9).
Íèæíèé ãðóç À çàêðåïëåí íà ñòåðæíå íå-
ïîäâèæíî, à âåðõíèé ãðóç Â ìîæåò ïåðåìå-
ùàòüñÿ è çàêðåïëÿåòñÿ íà ñòåðæíå ñ ïîìî-
ùüþ âèíòà.

1) Ïðîèçâåäèòå èçìåðåíèÿ ïåðèîäà Ò

ìàëûõ êîëåáàíèé òàêîãî ìàÿòíèêà ïðè
ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèÿõ ãðóçà Â (íèæå è
âûøå îñè âðàùåíèÿ), õàðàêòåðèçóåìûõ êî-
îðäèíàòîé õ, îòñ÷èòûâàåìîé âíèç îò îñè
âðàùåíèÿ.

2) Ïîñòðîéòå íà ìèëëèìåòðîâîé áóìàãå
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ( )T x  ñ óêàçàíèåì
ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèé.

3) Ñíèìèòå ñî ñòåðæíÿ ãðóç Â è èçìåðü-
òå ñ âîçìîæíî áîëüøåé òî÷íîñòüþ ïåðèîä

0T  ìàëûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà áåç ýòîãî
ãðóçà.

4) Îòêëîíèòå ìàÿòíèê íà óãîë 30∞∼  (íà
ãëàç) è âíîâü èçìåðüòå ïåðèîä êîëåáàíèé 30T . Íàéäèòå

îòíîøåíèå ( )30 0 0k T T T= -  â âàøåì ýêñïåðèìåíòå.
Îáîðóäîâàíèå: ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê ñ äâóìÿ ãðóçàìè;

ñåêóíäîìåð; ëèíåéêà; ìèëëèìåòðîâàÿ áóìàãà.
Ïðèìå÷àíèå: ìàëûìè êîëåáàíèÿìè ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

íàçûâàþòñÿ êîëåáàíèÿ ñ óãëîâîé àìïëèòóäîé, íå ïðåâûøà-
þùåé 10–15°.

Ñ.Êîçåë

Çàäà÷à 2. Áóòûëêà ñ âîçäóõîì
1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàâëåíèå âîçäóõà â áóòûëêå ïðåâû-

øàåò àòìîñôåðíîå. Ïðèäóìàéòå è èçîáðàçèòå ñõåìó óñòàíîâ-
êè äëÿ èçìåðåíèÿ èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ âîçäóõà â áóòûëêå.

2) Ñîáåðèòå óñòàíîâêó ïî ñîçäàíèþ è èçìåðåíèþ èçáû-
òî÷íîãî äàâëåíèÿ â áóòûëêå. Ïðîâåðüòå ãåðìåòè÷íîñòü óñòà-
íîâêè.

3) Ñ ïîìîùüþ ñîáðàííîé óñòàíîâêè èçìåðüòå îáúåì ÷àñòè
áóòûëêè, çàïîëíåííûé âîçäóõîì.

Îáîðóäîâàíèå: áóòûëêà, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííàÿ âîäîé;

Ðèñ. 9
Ðèñ. 10
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ïîëèýòèëåíîâàÿ ïðîçðà÷íàÿ òðóáî÷êà ñ èãëîé; øïðèö ñ
èãëîé; ñîñóä ñ âîäîé; øòàòèâ; äîñêà; ëèñò ìèëëèìåòðîâîé
áóìàãè; ïëàñòèëèí; íîæíèöû; ñêîò÷.

È.Àíäðååâ, Ñ.Âàðëàìîâ

11 êëàññ

Çàäà÷à 1. Òðàíñôîðìàòîð
Â êîðîáêå ñîáðàíà öåïü (ðèñ.10). Â öåïü ïîñëåäîâàòåëüíî

ñ ðåçèñòîðîì 0R  âêëþ÷åíà ïåðâè÷íàÿ îáìîòêà ìàëîìîùíîãî
òðàíñôîðìàòîðà. Îïðåäåëèòå:

1) ñîïðîòèâëåíèå r ïåðâè÷-
íîé îáìîòêè íà ïîñòîÿííîì
òîêå;

2) àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå
R ïåðâè÷íîé îáìîòêè íà ïåðå-
ìåííîì òîêå ÷àñòîòîé f =
= 50 Ãö;

3) èíäóêòèâíîñòü L ïåðâè÷-
íîé îáìîòêè;

4) òåïëîâóþ ìîùíîñòü Ð,
âûäåëÿþùóþñÿ â æåëåçíîì ñåðäå÷íèêå òðàíñôîðìàòîðà â
óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà.

Îáîðóäîâàíèå: ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü (ñì. ðèñ.10); íèçêî-
âîëüòíûé èñòî÷íèê òîêà ÷àñòîòîé f = 50 Ãö; ðåçèñòîð 0R ;
ìóëüòèìåòð; ìèëëèìåòðîâàÿ áóìàãà.

Ñ.Êîçåë

Çàäà÷à 2. Äèôðàêöèîííàÿ ðåøåòêà
Îïðåäåëèòå ñ íàèáîëüøåé òî÷íîñòüþ ïåðèîä d äèôðàêöè-

îííîé ðåøåòêè.
Îáîðóäîâàíèå: äèôðàêöèîííàÿ ðåøåòêà; ëàçåð ñ íåèçâåñ-

òíîé äëèíîé âîëíû (ëàçåðíàÿ óêàçêà); êîìïàêò-äèñê ñ
øèðèíîé äîðîæêè 0 1,6 ì*ìd = ; ìèëëèìåòðîâàÿ áóìàãà;
ïëàñòèëèí.

ÂÍÈÌÀÍÈÅ: âî èçáåæàíèå ïîâðåæäåíèÿ ñåò÷àòêè íå
íàïðàâëÿéòå ñâåò ëàçåðà â ãëàçà; ëàçåð ñëåäóåò âêëþ÷àòü
òîëüêî íà âðåìÿ èçìåðåíèé.

Ñ.Êîçåë

Àðçàìàñîâ Âàäèì – ×åáîêñàðû, ëèöåé 3,
Ìîçãóíîâ Åâãåíèé – Ñåðãèåâ Ïîñàä, ÔÌË,
Ìàðêèí Äìèòðèé – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
Òèìîôååâ Îëåã – Ìîñêâà, ÑÓÍÖ ÌÃÓ,
Àõóíçÿíîâ Ðóñëàí – Íàáåðåæíûå ×åëíû, ãèìíàçèÿ 57,
Êëþêèí Ñòàíèñëàâ – Îðåíáóðã, ãèìíàçèÿ 1.

Äèïëîìû  II ñòåïåíè

ïî 9 êëàññàì ïîëó÷èëè

Ìûëüíèêîâ Äìèòðèé – Ñàìàðà, øêîëà 27,
Ðóìÿíöåâ Àðòåì – Âîðîíåæ, ãèìíàçèÿ èì. Í.Ã.Áàñîâà ïðè

ÂÃÓ,
Ñèäîðîâ Àëåêñàíäð – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ëèöåé «ÔÒØ»,
Øàïîâàëîâ Àðòåì – Ñòàðûé Îñêîë, ëèöåé 3,
Ïðîñêóðèí Ìèõàèë – Íèæíåâàðòîâñê, ëèöåé,
Ñóõàíîâ Èëüÿ – Ñàðîâ, ÔÌË 15;

ïî 10 êëàññàì –

Àðòàìîíîâ Ñåìåí – Êàçàíü, ëèöåé ïðè ÊÃÓ,
Êèñåëåâ Àëåêñàíäð – Ìîñêâà, øêîëà 1189 èì. È.Â.Êóð÷à-

òîâà,
Ñâåòëè÷íûé Ïàâåë – Âîëæñêèé, øêîëà 30,
Ùåïåòèëüíèêîâ Àíòîí – Ñíåæèíñê, ãèìíàçèÿ 127,
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Ìåæäóíàðîäíûé òóðíèð
«Êîìïüþòåðíàÿ ôèçèêà»

Òóðíèð «Êîìïüþòåðíàÿ Ôèçèêà» – ÷àñòü ïðîãðàììû Ìåæ-
äóíàðîäíîãî èíòåëëåêò-êëóáà (ÌÈÊ) «ÃËÞÎÍ», ïðîâîäè-
ìîé ñ öåëüþ ïîèñêà, îòáîðà è ïîääåðæêè èíòåëëåêòóàëüíî
îäàðåííûõ äåòåé, ïðîÿâëÿþùèõ èíòåðåñ ê ìàòåìàòèêå, ôè-
çèêå è èíôîðìàòèêå. Óíèêàëüíîñòü ýòîãî òóðíèðà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî âñå çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ ðåøàòü ñ ïîìîùüþ
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà êîìïüþòåðå.

Äëÿ ó÷àñòèÿ â òóðíèðå ïðèãëàøàþòñÿ êîìàíäû øêîëüíè-
êîâ (5 ÷åëîâåê), îáëàäàþùèõ çíàíèåì ôèçèêè è íàâûêàìè
ðàáîòû íà IBM PC. Òóðíèð ïðîâîäèòñÿ â âèäå èíòåëëåêòóàëü-
íîãî ñîðåâíîâàíèÿ ìåæäó êîìàíäàìè â äâà òóðà – çàî÷íûé
è î÷íûé.

IX Òóðíèð «Êîìïüþòåðíàÿ ôèçèêà»

Òðàäèöèîííî, çàî÷íûé òóð ýòîãî òóðíèðà íà÷àëñÿ â ñåíòÿá-
ðå 2004 ãîäà ðàññûëêîé çàäàíèÿ çàî÷íîãî òóðà ïî çàÿâêàì â
ëèöåè, øêîëû è ãèìíàçèè. Øåñòü ëó÷øèõ êîìàíä áûëè
ïðèãëàøåíû íà ôèíàë òóðíèðà – î÷íûé òóð ñîðåâíîâàíèé,
êîòîðûé ïðîõîäèë ñ 6 ïî 13 ôåâðàëÿ 2005 ãîäà â ãîðîäå
Ïóùèíî íà áàçå ïàíñèîíàòà «Ïóùèíî». Â ïðîâåäåíèè òóðíè-
ðà ïðèíÿëè ó÷àñòèå Ïóùèíñêèé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ, Ìîñ-
êîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
è Ìåæðåãèîíàëüíàÿ àññîöèàöèÿ «Æåíùèíû â íàóêå è îáðà-
çîâàíèè» ïðè ïîääåðæêå êîìïàíèé «Ôèçèêîí», «Êèðèëë è

Óâàðîâñêèé Àëåêñåé – Âåëèêèé Óñòþã, Ìíîãîïðîôèëüíûé
ëèöåé,

Áîãåð Åâãåíèé – Êèðîâ, ÔÌË,
Áûëèíêèí Àëåêñàíäð – Ñíåæèíñê, ãèìíàçèÿ 127,
Êàïóí Åâãåíèé – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ëèöåé «ÔÒØ»,
Ôåäÿíèí Äìèòðèé – Ñàðàòîâ, ÔÒË 1,
Ëûêîâ Àíòîí – Ìîñêâà, ÑÓÍÖ ÌÃÓ,
Ìàðêîâöåâ Âàäèì – Ñåðãèåâ Ïîñàä, ÔÌË;

ïî 11 êëàññàì –

Äåìèí Äìèòðèé – Ìîñêâà, ÑÓÍÖ ÌÃÓ,
Çåðíèí Èëüÿ – Ïåðìü, øêîëà 146,
Ìàëàùåíêî Èâàí – Áèéñê, Áèéñêèé ëèöåé,
Ãóñèõèí Ïàâåë – Êàçàíü, ÔÌË 131,
Êîð÷àãèí Àëåêñàíäð – Äóáíà, ëèöåé «Äóáíà»,
Óñêîâ Åâãåíèé – Ïðîòâèíî, ëèöåé,
Ôåäîòîâ Þðèé – Òàìáîâ, ëèöåé 14,
Ìèõàéëîâ Àíäðåé – Ãàò÷èíà, ëèöåé 3,
Ïîëáèí Àíäðåé – ×åáîêñàðû, ëèöåé 44,
Õðàìöîâ Àëåêñåé – Äóáíà, ëèöåé «Äóáíà».

Äèïëîìû III ñòåïåíè

ïî 9 êëàññàì ïîëó÷èëè

Äðîææèí Àëåêñàíäð – Ñàðàòîâ, Ëèöåé ïðèêëàäíûõ íàóê,
Ïåòóõîâ Àíòîí – Íèæíåêàìñê, øêîëà 15,
Êîíîíåíêî Äàíèèë – Íîâîñèáèðñê, ãèìíàçèÿ 1,
Ðîãîæíèêîâ Àëåêñåé – Ìîñêâà, Õèìè÷åñêèé ëèöåé 1303,
Àíèñèìîâ Àíäðåé – Íîÿáðüñê, øêîëà 10,
Ñàëüíèêîâ Âñåâîëîä – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
Êîíñòàíòèíîâ Ðîìàí – Îáíèíñê, ãèìíàçèÿ,
Ñîêêî Àíàñòàñèÿ – Äîëãîïðóäíûé, ÔÌØ 5;

ïî 10 êëàññàì –

Ëèñîâ Äåíèñ – Ìîñêâà, ëèöåé 1525 «Âîðîáüåâû ãîðû»,
Ïîïîâ Àíòîí – ×åëÿáèíñê, ëèöåé 31,
Àôàíàñüåâ Àëåêñàíäð – Âëàäèâîñòîê, ãèìíàçèÿ 1,
Ôåäîðöîâ Ìèõàèë – Òþìåíü, ãèìíàçèÿ ÒþìÃÓ,
Ãîðáåíêî Âèêòîð – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ëèöåé «ÔÒØ»,
Êðûãèí Ìèõàèë – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
Øèðèíêèí Àðêàäèé – Ïåðìü, øêîëà 146;

ïî 11 êëàññàì –

Áî÷êàðåâ Êîíñòàíòèí – Òþìåíü, ãèìíàçèÿ ÒþìÃÓ,
Ãèçàòóëèí Äåíèñ – Âëàäèâîñòîê, øêîëà 23,
Ãóñåâ Îëåã – Õèìêè, ÔÌØ 5,
Äîðîäíûé Àëåêñàíäð – Êðàñíîÿðñê, ëèöåé 8,
Êèñåëåâ Þðèé – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ëèöåé «ÔÒØ»,
Ìàêñèìåíêî Þëèÿ – Ñàðàòîâ, ÔÒË 1,
Ïàâëîâñêèé Êîíñòàíòèí – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ëèöåé «ÔÒØ»,
Ôèëàòîâ Ñåðãåé – ×åðíîãîëîâêà, øêîëà 82,
Ñàôðîíîâ Ïàâåë – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 30,
Ñìèðíîâ Ñåðãåé – Ìîñêâà, Ìîñêîâñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ

Ïÿòüäåñÿò ñåäüìàÿ øêîëà,
Ñòîìàõèí Àëåêñåé – Ìîñêâà, Ìîñêîâñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ

Ïÿòüäåñÿò ñåäüìàÿ øêîëà,
Øèðÿåâ Âëàäèìèð – Íîâîñèáèðñê, ÑÓÍÖ ÍÃÓ,
Äåãòÿðåâ  Èëüÿ – Åêàòåðèíáóðã, ÑÓÍÖ  ÓðÃÓ,
Âîðîíèíà Ëþäìèëà – ×åëÿáèíñê, ëèöåé 31,
Ìîòóçþê Àðòåì – Äóáíà, ëèöåé «Äóáíà»,
Òàðíîïîëüñêèé Ãðèãîðèé – Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ãèìíàçèÿ 5.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè

Ñ.Êîçåë, Â.Ñëîáîäÿíèí

Ìåôîäèé», «1Ñ», ôîíäà «Äèíàñòèÿ» è æóðíàëà «Êâàíò».
Ïðåæäå âñåãî ñîñòîÿëàñü çàùèòà çàäàíèÿ çàî÷íîãî òóðà.

Êàæäîé êîìàíäå áûëî ïðåäëîæåíî âûñòóïèòü ñ äîêëàäîì î
ñâîèõ ðåçóëüòàòàõ ïåðåä êîìàíäàìè îïïîíåíòîâ è ðåöåíçåí-
òîâ. Íàó÷íàÿ äèñêóññèÿ êîìàíä çàâåðøèëàñü ïîáåäîé êîìàí-
äû ÔÌË 1511 ïðè Ìîñêîâñêîì èíæåíåðíî-ôèçè÷åñêîì
èíñòèòóòå (ÌÈÔÈ).

Ïîäãîòîâêà ê ñîðåâíîâàíèÿì î÷íîãî òóðà íà÷àëàñü ñ ëåê-
öèè ïðîôåññîðà ÌÃÓ À.Ì.Ïîïîâà îá îñíîâàõ ôèçèêè êîëå-
áàíèé, ïîñëå êîòîðîé êîìàíäû ïîëó÷èëè çàäàíèå î÷íîãî
òóðà. Â òå÷åíèå ïîñëåäóþùèõ 36 ÷àñîâ øêîëüíèêè ðåøàëè
ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Íà çàùèòå î÷íîãî çàäàíèÿ îòëè÷èëàñü
êîìàíäà ÔÌË 1580 ïðè Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì òåõ-
íè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå (ÌÃÒÓ) èì.Í.Ý.Áàóìàíà, ïðåäñòà-
âèâøàÿ íàèáîëåå ðàçâåðíóòîå è ãëóáîêîå ðåøåíèå è ñòàâøàÿ
ïîáåäèòåëåì ýòîãî òóðà.

Ïî èòîãàì äâóõ òóðîâ àáñîëþòíûì ïîáåäèòåëåì òóðíèðà
ñòàëà êîìàíäà ÔÌË 1511 ïðè ÌÈÔÈ, ïîëó÷èâøàÿ ïåðåõî-
äÿùèé ïðèç «Õðóñòàëüíûé ãëîáóñ». Äèïëîìàìè I ñòåïåíè è
ïàìÿòíûìè çíà÷êàìè áûëè íàãðàæäåíû êîìàíäû ÔÌË 1511
ïðè ÌÈÔÈ è ÔÌË 1580 ïðè ÌÃÒÓ èì.Í.Ý.Áàóìàíà.
Äèïëîìû II ñòåïåíè ïîëó÷èëè êîìàíäû Ñàìàðñêîãî ìåäèêî-
òåõíè÷åñêîãî ëèöåÿ (ÌÒË) è Ñàìàðñêîãî àýðîêîñìè÷åñêîãî
ëèöåÿ, à äèïëîìû III ñòåïåíè – ãèìíàçèÿ 56 ãîðîäà Èæåâñêà
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è êîìàíäà èç Àíè÷êîâà ëèöåÿ ãîðîäà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà.
Ó÷àñòíèêàì ñîðåâíîâàíèé áûëî âðó÷åíî ìíîæåñòâî ïðèçîâ
îò ñïîíñîðîâ è îðãàíèçàòîðîâ òóðíèðà.

Â ðàìêàõ òóðíèðà áûë ïðîâåäåí î÷åðåäíîé êîíêóðñ êîìïü-
þòåðíîãî òâîð÷åñòâà, âêëþ÷àþùèé ÷åòûðå íàïðàâëåíèÿ:
ðàçðàáîòêà Èíòåðíåò-ñàéòà; êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå;
ïðèêëàäíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå; ïðåçåíòàöèè è äè-
çàéí, à òàêæå ïðîøåë êîíêóðñ «Âèðòóàëüíàÿ ôèçè÷åñêàÿ
ëàáîðàòîðèÿ», ðàçðàáîòàííûé êîìïàíèåé «Ôèçèêîí». ×å-
òûðíàäöàòü êîìàíä èç Ìîñêâû, Òîëüÿòòè, Åêàòåðèíáóðãà,
Èæåâñêà, Ñàìàðû è Êàçàõñòàíà ñîðåâíîâàëèñü çà ïîáåäó.
Ëó÷øåé ñòàëà êîìàíäà ÐÖ «ÃËÞÎÍ» ãîðîäà Òîëüÿòòè. Â
èíòåëëåêòóàëüíîé êîìàíäíîé êîìïüþòåðíîé èãðå ïîáåäèòå-
ëåì â î÷åðåäíîé ðàç ñòàëà êîìàíäà ÌÒË èç Ñàìàðû.

Çàî÷íûé òóð. «Ýëåêòðîäèíàìèêà â ìèêðîïîëîñòè»

Ïîäðîáíî î òîì, êàê ñòàëî âîçìîæíûì ýêñïåðèìåíòàëüíîå
èññëåäîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ îòäåëüíîãî àòîìà, ïîìåùåííî-
ãî â ïîëîñòü ìàëûõ ðàçìåðîâ, ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì,
âîçáóæäàåìûì â ïîëîñòè âíåøíèì èñòî÷íèêîì, ðàññêàçàíî â
«Êâàíòå» ¹5 çà 2004 ãîä. Çäåñü æå ìû íàïîìíèì ñàìî
çàäàíèå è ïðîâåäåì åãî ðàçáîð.

Çàäàíèå

1. Èññëåäóéòå äèíàìèêó âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ åäèí-
ñòâåííîé (îñíîâíîé) ïîëåâîé ìîäîé n = 1 ìèêðîïîëîñòè â
ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ( =2 1

c Lω ω π= = ), à òàêæå â îòñóòñòâèå
ðåçîíàíñà ( =2 1

ω ωπ ). Ñ÷èòàéòå, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè àòîì íàõîäèòñÿ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè (áåçðàç-
ìåðíàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé àòîìíîãî ýëåêòðîíà 0 1x =� ), à
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò ( 0ε = ). Ðàçìåðû ïîëî-
ñòè: L = 1  ìêì, 2

1 ì*ìS = .
2. Ïóñòü ÷àñòîòà àòîìíîé ñèñòåìû áëèçêà èëè ñîâïàäàåò ñ

÷àñòîòîé îäíîé èç ïîëåâûõ ìîä: 
0=2 nω ω=  ( 0 10n = ). Ðàñ-

ñìîòðèòå äèíàìèêó àòîìíîé ñèñòåìû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèé ðàçìåðà ìèêðîïîëîñòè L. Ñêîëüêî ïîëåâûõ ìîä íàäî
ó÷èòûâàòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè? Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå â
äèàïàçîíå L = 1 – 100 ìêì ïðè 2

1 ì*ìS = .
3. Çàïèøèòå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå äâóõ

àòîìîâ â ìèêðîïîëîñòè (ñ÷èòàéòå, ÷òî àòîìû ìåæäó ñîáîé íå
âçàèìîäåéñòâóþò è ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ ýíåðãèåé òîëüêî
÷åðåç ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå). Â óñëîâèÿõ çàäàíèÿ 2 ðàñ-
ñìîòðèòå îñîáåííîñòè äèíàìèêè ñèñòåìû äâóõ îäèíàêîâûõ
àòîìîâ â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ íà÷àëüíûõ ýíåðãèé
âîçáóæäåíèÿ, à ïðè îäèíàêîâûõ ýíåðãèÿõ – îò ñîîòíîøåíèÿ
íà÷àëüíûõ ôàç àòîìíûõ îñöèëëÿòîðîâ.

Ðàçáîð çàäàíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ìåõàíè÷åñêóþ ìîäåëü ÿâëåíèÿ:
äâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìàÿòíèêà – ãðóçèêè ìàññîé m , âèñÿùèå
íà äëèíîé íåâåñîìîé íåðàñòÿæèìîé íèòè äëèíîé l, – ñâÿçàí-
íûå ìåæäó ñîáîé ïðóæèíîé æåñòêîñòüþ k. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïðóæèíà íàõîäèòñÿ â íåíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, åñëè
îáà ìàÿòíèêà ïðåáûâàþò â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ.

Äëÿ ìàëûõ óãëîâ îòêëîíåíèÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ ìàÿòíèêîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( )21

0 1 1 22

dx k
x x x

mdt
ω+ = - - ,

( )22
0 2 1 22

dx k
x x x

mdt
ω+ = - ,

ãäå 2

0 g lω =  – êâàäðàò ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé
ìàÿòíèêîâ, à 1x  è 2x  – êîîðäèíàòû ïåðâîãî è âòîðîãî
ìàÿòíèêîâ. Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé îïèñûâàåò ñâÿçàííûå
êîëåáàíèÿ. ßñíî, ÷òî íàëè÷èå ñâÿçè îáåñïå÷èâàåò îáìåí
ýíåðãèåé ìåæäó ìàÿòíèêàìè.

Ïî ñâîåé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðå ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé
àíàëîãè÷íà óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì àòîì è ýëåêòðîìàã-
íèòíîå ïîëå â ìèêðîïîëîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîõîæèìè
ïîëó÷àòñÿ è ðåøåíèÿ.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ îäíîé ðåçî-
íàíñíîé ïîëåâîé ìîäîé â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíûé
ïðîöåññ, ñîïðîâîæäàþùèéñÿ ïåðåäà÷åé ýíåðãèè âîçáóæäå-
íèÿ îò àòîìà ê ýëåêòðîìàãíèòíîìó ïîëþ è îáðàòíî. Íà÷àëü-
íàÿ êîëåáàòåëüíàÿ äèíàìèêà àòîìíîé ïîäñèñòåìû ïðåäñòàâ-
ëåíà íà ðèñóíêå 1,à, à ïîëåâîé ïîäñèñòåìû – íà ðèñóíêå 1,á.
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Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ íàáëþäàåòñÿ ìîäóëÿöèÿ àìïëèòóä
êîëåáàíèé ïîäñèñòåì (áèåíèÿ), ïðîèñõîäÿùàÿ ñ ÷àñòîòîé

6 1

=2
3 10  “Ω α ω -

= ª ◊  . Â ñëàáî íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå

( ( )=2 1 =2
1ω ω ω- � ) áèåíèÿ òàêæå íàáëþäàþòñÿ, îäíàêî îíè

ñîïðîâîæäàþòñÿ íåïîëíûì ïåðåòåêàíèåì ýíåðãèè îò àòîìà ê
ïîëþ è îáðàòíî. Â ñëó÷àå ñèëüíîãî «íåðåçîíàíñà»
( ( )=2 1 =2

1ω ω ω- ∼ ) îñöèëëÿòîðû ïðàêòè÷åñêè íå âçàèìî-
äåéñòâóþò.

Ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ìèêðîïîëîñòè íàáëþäàåòñÿ óìåíü-
øåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ïîëåâûìè ìîäàìè, ÷òî
ïîñòåïåííî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ
àòîìà ñðàçó ñ íåñêîëüêèìè ïîëåâûìè ìîäàìè. Â ñëó÷àå
íàëè÷èÿ â ìèêðîïîëîñòè äâóõ àòîìîâ âçàèìîäåéñòâèå ïðîèñ-
õîäèò ÷åðåç âîçáóæäàåìîå èìè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå è
ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè â ïðåäåëàõ
ñèñòåìû. Åñëè íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè àòîìîâ îäèíàêî-
âû, âðåìåííáÿ äèíàìèêà ñèñòåìû ñóùåñòâåííûì îáðàçîì
çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ íà÷àëüíûõ ôàç àòîìíûõ îñöèëëÿòî-
ðîâ. Èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé àòîìíîé è ïîëåâîé
ïîäñèñòåì âî âðåìåíè, ðàññ÷èòàííûå äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ
ðàçíîñòåé ôàç 2 1Δϕ ϕ ϕ= -  (0, π/2, π), ïðèâåäåíû íà
ðèñóíêå 2. Ñëó÷àé 0Δϕ =  (ñì. ðèñ.2,à) ñîïðîâîæäàåòñÿ
íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì âîçáóæäåíèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ â ïîëîñòè, ñëó÷àé Δϕ π=  (ñì. ðèñ.2,â) îïèñûâàåò
êîëåáàíèÿ àòîìîâ â ïðîòèâîôàçå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ýëåêòðî-
ìàãíèòíîå ïîëå â ïîëîñòè íå âîçáóæäàåòñÿ.

Ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî êîìàíäîé ÔÌË 1511 ïðè ÌÈÔÈ
â ñîñòàâå: Áëîõèí Þðèé, Ñàëàõóòäèíîâ Ñåðãåé, Áóðàêîâ
Âëàäèìèð, Ùåðáèíà Ëàðèñà, Ìàêàðîâ Àíäðåé.

Î÷íûé òóð «Îäíîìåðíûé êðèñòàëë»

Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü òâåðäîãî òåëà (êðèñòàëëà) ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì: èìååòñÿ öåïî÷êà àòîìîâ ìàññîé m, ïîïàðíî
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ñ íåêîòîðîé ñèëîé, çàâèñÿ-
ùåé îò ðàññòîÿíèÿ R ìåæäó íèìè. Ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó àòîìàìè ðàâíî 0R . Â îáùåì ñëó÷àå ýíåðãèÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ àòîìîâ ìåæäó ñîáîé îïðåäåëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì
Ìîðçå

( ) ( )( )0

2

1
R R

U R D e
α- -

= - ,              (1)

ãäå D – ýòî ýíåðãèÿ ðàçðûâà ñâÿçè ìåæäó àòîìàìè, α  –
ïàðàìåòð ïîòåíöèàëà Ìîðçå.

Ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îò ðàâíîâåñèÿ, êîãäà âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå

( )0 1R Rα - � ,                     (2)

ïîòåíöèàë Ìîðçå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ( ) (2
U R D Rα= -

)
2

0R- , è âåëè÷èíà äåéñòâóþùåé ñèëû îêàçûâàåòñÿ ïðîïîð-
öèîíàëüíîé îòêëîíåíèþ ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ îò ðàâíî-
âåñíîãî çíà÷åíèÿ, ò.å. ñïðàâåäëèâ çàêîí Ãóêà. Ïðèáëèæåííî
ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü êðèñòàëëà – ýòî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ïðó-
æèíêàìè æåñòêîñòüþ

2
2k Dα= .

Èññëåäîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â êðèñòàëëàõ ìîæíî
ïðîâîäèòü â ðàìêàõ ðàññìîòðåííîé ìîäåëè. Â ñîñòîÿíèè
òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ àòîìû ñîâåðøàþò êîëåáà-
íèÿ âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, àìïëèòóäà êîòîðûõ
îïðåäåëÿåòñÿ òåìïåðàòóðîé ñèñòåìû. Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè-
êè äâèæåíèÿ àòîìîâ êðèñòàëëà íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé. Íàäî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ äâèæåíèÿ
êàæäîãî àòîìà, ò.å. íà÷àëüíûå ñìåùåíèÿ è ñêîðîñòè, òàê,

÷òîáû íàïðàâëåíèÿ è âåëè÷èíû ñêîðîñòåé äàâàëè ïîëíûé
èìïóëüñ ðàâíûì íóëþ.

Çàäàíèå

1. Ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèé êàæäîãî àòîìà â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ äëÿ êîëåáàíèé àòîìîâ êðèñòàëëà çàäàíû â îáëàñòè
ñïðàâåäëèâîñòè çàêîíà Ãóêà, ò.å. êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(2). Îáúÿñíèòå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Îïðåäåëèòå òåìïå-
ðàòóðó ñèñòåìû.

2. Ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèé êàæäîãî àòîìà â îáëàñòè àíãàðìîíè÷íîñòè
ïîòåíöèàëà Ìîðçå. Îïðåäåëèòå òåìïåðàòóðó ñèñòåìû.

3. Ïðåäïîëîæèòå, ÷òî öåïî÷êà àòîìîâ ñîñòîèò íàïîëîâèíó
èç àòîìîâ ìàëîé ìàññû m, à íàïîëîâèíó èç àòîìîâ áîëüøîé
ìàññû Ì. Âûïîëíèòå äëÿ òàêîãî êðèñòàëëà çàäàíèå 1.

Ðåêîìåíäóåìûå ïàðàìåòðû:
÷èñëî àòîìîâ â öåïî÷êå n = 10 – 20;
ìàññà àòîìà m = 12 à.å., ãäå 24

1 =.�. 1,6 10  ã
-

= ◊ , Ì = 10 m;

êðîìå òîãî, 
0 2AR =

�

, ãäå 8
1A 10 “ì-

=

�

, D = 4 ýÂ, ãäå
19

1 .b 1,6 10  d›
-

= ◊ , 7 1
10  “ìα -

= .

Ðàçáîð çàäàíèÿ

Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êîëåáàíèÿ àòîìà â öåïî÷êå,
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

2

1 12

i
i i i i

d x
m F F

dt
+ -

= + , i = 2, …, n – 1,     (3)

ãäå 
1i iF

±
 – ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ìåæäó i-ì è ( )1i ± -ì àòîìàìè.

Â ñëó÷àå ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî àòîìîâ â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ èìååòñÿ òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå. Âûðàæåíèå äëÿ
ñèëû ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîòåíöè-
àëà Ìîðçå (1).

Â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå (3) èìååò âèä

( ) ( )
2

1 12

i
i i i i

d x k k
x x x x

m mdt
- +

= - - - - .       (4)

Çäåñü «—» îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (2), à êîîðäèíàòà
êàæäîãî àòîìà îò÷èòûâàåòñÿ îò ïîëîæåíèÿ åãî ðàâíîâåñèÿ.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4) èíòåãðèðîâàëàñü ÷èñëåííî ìåòî-
äîì Ýéëåðà, ÷èñëî àòîìîâ â êðèñòàëëå èçìåíÿëîñü îò 10 äî
400. Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè êðèñòàëëà ê óðàâíåíèþ (4)
íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Â ñëó÷àå åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé àòîì ñìåùåí èç ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ( 1 0 2x R= ), à îñòàëüíûå àòîìû íàõî-
äÿòñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (ñêîðîñòè âñåõ àòîìîâ ðàâ-
íû íóëþ), â öåïî÷êå àòîìîâ âîçáóæäàåòñÿ âîëíà, ðàñïðîñ-
òðàíÿþùàÿñÿ îò îäíîãî êîíöà ê äðóãîìó è îáðàòíî (ðèñ.3).
Êîëåáàòåëüíîå âîçìóùåíèå, ðàñïðîñòðàíÿþùååñÿ ïî êðèñ-
òàëëó, ïîñòåïåííî äåëîêàëèçóåòñÿ, è âîçíèêàþò íåóïîðÿ-
äî÷åííûå êîëåáàíèÿ âñåé öåïî÷êè àòîìîâ. Ñèñòåìà îêàçû-
âàåòñÿ áëèçêà ê ñîñòîÿíèþ «òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâå-
ñèÿ». Ïðè ýòîì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
âñåõ àòîìîâ ðàâíû. Êðîìå òîãî, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êèíåòè-

÷åñêîé ( )kE t  è ïîòåíöèàëüíîé ( )pE t  ýíåðãèé àòîìîâ
ðàâíû äðóã äðóãó (ðèñ.4)

Â ñëó÷àå àíãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñèñòåìå òàêæå
óñòàíàâëèâàåòñÿ «òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå», îäíàêî
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé
àòîìîâ îêàçûâàþòñÿ íåðàâíûìè äðóã äðóãó.

Îñîáåííîñòüþ êîëåáàíèé öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé èç àòîìîâ
ðàçíîé ìàññû, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî õàðàêòåðíûå àìïëèòóäû
êîëåáàíèé ëåãêèõ è òÿæåëûõ àòîìîâ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþò-
ñÿ. Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå ýâîëþöèè ñèñòåìû ïðîèñõîäèò
óñòàíîâëåíèå «òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ», õàðàêòåð-



íûå àìïëèòóäû êîëåáàíèé àòîìîâ ðàçíîé ìàññû íàõîäÿòñÿ â

ñîîòíîøåíèè 
m

M
 (ðèñ.5).

Ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî êîìàíäîé ëèöåÿ 1580 ïðè ÌÃÒÓ
èì.Í.Ý.Áàóìàíà â ñîñòàâå: Âåëüö Ñåðãåé, Áûêàäîðîâà Íàòà-
ëüÿ, Áóçûíèí Íèêîëàé, Ãëóùåíêî Êîíñòàíòèí.

X Òóðíèð «Êîìïüþòåðíàÿ ôèçèêà»

Ìåæäóíàðîäíûé Èíòåëëåêò-êëóá «ÃËÞÎÍ» ïðèãëàøàåò
ðåãèîíàëüíûå öåíòðû, ãèìíàçèè è øêîëû , ðàáîòàþùèå ñ
îäàðåííûìè äåòüìè, ïðèíÿòü ó÷àñòèå â X Òóðíèðå «Êîìïü-
þòåðíàÿ ôèçèêà» â ÿíâàðå – ôåâðàëå 2006 ãîäà â Äóáíå
(Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü).

Çàÿâêè íà ó÷àñòèå ïðèñûëàéòå ïî àäðåñó: 115522 Ìîñêâà,
Ïðîëåòàðñêèé ïð., 15/2, ÌÈÊ «ÃËÞÎÍ».

Òåë.: (095)517-8014, ôàêñ: (095)396-8227,
e-mail: gluon@yandex.ru (äëÿ èíôîðìàöèè ñì.
ñàéò: www.informika.ru/text/goscom/gluon).

Çàî÷íûé òóð. «Êèíåòèêà ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ»

Ïðè íàãðåâàíèè âûøå íåêîòîðîé òåìïåðàòóðû ëþáîå âåùå-
ñòâî ïåðåõîäèò â ãàçîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî, êîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ àòîìîâ èëè ìîëåêóë âåùå-
ñòâà îêàçûâàåòñÿ áîëüøå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè èõ âçàèìî-

äåéñòâèÿ, ïðîèñõîäèò ðàçðûâ ìåæìî-
ëåêóëÿðíûõ ñâÿçåé. Èçâåñòíî, ÷òî ìåæ-
äó ìîëåêóëàìè èíåðòíûõ ãàçîâ (ìîëå-
êóëàìè, íå îáëàäàþùèìè äèïîëüíûì
ìîìåíòîì) íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ äåé-
ñòâóþò ñèëû ïðèòÿæåíèÿ (ñèëû Âàí-
äåð-Âààëüñà), à íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ
îíè ñìåíÿþòñÿ ñèëàìè îòòàëêèâàíèÿ.
Òàêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè

ìîæíî îïèñàòü ïîòåíöèàëîì Ëåííàðäà–Äæîíñà

( )
6 12

0 0

0

r r
U r U

r r

Ê ˆ
Ê ˆ Ê ˆ

= - -Á ˜Á ˜ Á ˜
Ë ¯ Ë ¯

Ë ¯

,     (5)

ãäå õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà 0r  îïðåäåëÿåòñÿ àòîì-

íûì ðàçìåðîì: 0 1 4 Ar ª -

�

, à 
0U  îïðåäåëÿåò

ãëóáèíó ïîòåíöèàëüíîé ÿìû: äëÿ àòîìîâ èíåðò-
íûõ ãàçîâ 

0 0,05 0,02 .bU ª - . Ñîîòíîøåíèå
õàðàêòåðíîé âåëè÷èíû êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
ìîëåêóë ( kT∼ ) è ãëóáèíû ïîòåíöèàëüíîé ÿìû
îïðåäåëÿåò ôàçîâîå ñîñòîÿíèå âåùåñòâà.

Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîìîäåëèðîâàòü ôàçîâûé ïå-
ðåõîä ìåæäó ãàçîîáðàçíûì è êîíäåíñèðîâàí-
íûì ñîñòîÿíèÿìè â àíñàìáëå àòîìîâ, âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ ïî çàêîíó (5).

Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ãàç, ñîñòîÿùèé èç n
àòîìîâ ìàññîé m, íàõîäÿùèéñÿ â îáúåìå
L L¥ L¥ , ãäå L – ëèíåéíûé ðàçìåð. Ïîòåíöè-

àë âçàèìîäåéñòâèÿ (5) ìåæäó êàæäîé ïàðîé àòîìîâ
i è j (i,j = 1, …, n) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
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Äèíàìèêó àòîìîâ ìîæíî îïðåäåëèòü èç ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé Íüþòîíà, îïèñûâàþùåé äâè-
æåíèå ñîâîêóïíîñòè àòîìîâ. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî
ñòîëêíîâåíèÿ ñî ñòåíêàìè ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî

óïðóãèìè, òî ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, è ÷åðåç íåêî-
òîðîå âðåìÿ, îïðåäåëÿåìîå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, â íåé
óñòàíîâèòñÿ ñîñòîÿíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.
Ïîäâîä (èëè îòâîä) ýíåðãèè ê ñèñòåìå, ïðèâîäÿùèé ê
íàãðåâàíèþ (îõëàæäåíèþ), ìîæíî îñóùåñòâèòü, ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè
ñòåíêàìè ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå (óìåíüøåíèå) ñêîðîñòè
òåïëîâîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ. Âàðüèðóÿ âåëè÷èíó èçìåíåíèÿ
àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ïðè ñòîëêíîâåíèè ñî ñòåí-
êîé, ìîæíî èçìåíÿòü ñêîðîñòü íàãðåâà (îõëàæäåíèÿ) ãàçà.
Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ââîäà ýíåðãèè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèíó-
äèòåëüíîì óâåëè÷åíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îäíîãî èëè
íåñêîëüêèõ àòîìîâ.

Çàäàíèå

1. «Ðàâíîâåñèå». Èññëåäóéòå ðàâíîâåñíûå ñâîéñòâà ñèñòå-
ìû (íàëè÷èå îäíîé èëè äâóõ ôàç) è ñîîòíîøåíèÿ êîëè÷åñòâà
àòîìîâ â ýòèõ ôàçàõ, à òàêæå òåìïåðàòóðó êàæäîé èç
ïîäñèñòåì â çàâèñèìîñòè îò ïîëíîé íà÷àëüíîé ýíåðãèè
ñèñòåìû. Îïðåäåëèòå âðåìÿ âûõîäà íà ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-
ñèÿ. Äèàïàçîí êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ÷àñòèö âàðüèðóéòå îò
íóëÿ äî 10 U

0
 . Ñêîðîñòü îòâîäà (ïîäâîäà) ýíåðãèè â ñèñòåìó

çàäàéòå, èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ïðè ñòîëêíîâåíèè ñî
ñòåíêîé ýíåðãèÿ êàæäîãî ñòàëêèâàþùåãîñÿ àòîìà èçìåíÿåòñÿ
íà âåëè÷èíó E EΔ ζ= , ãäå E – ýíåðãèÿ àòîìà äî ñòîëêíîâå-
íèÿ, à 0 0,3ζ = - .
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2. «Èñïàðåíèå». Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ñèñòåìà íàõîäèòñÿ ïðè ïî÷òè íóëåâîé òåìïåðàòóðå, ò.å. â
êîíäåíñèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè
àòîìàìè ðàâíî ðàâíîâåñíîìó, îïðåäåëÿåìîìó ïîòåíöèàëîì
(5), à êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âñåõ àòîìîâ ìíîãî ìåíüøå
ãëóáèíû ïîòåíöèàëüíîé ÿìû. Ïîäâîäÿ ýíåðãèþ ê ñèñòåìå
îäíèì èç âûøåîïèñàííûõ ñïîñîáîâ, èññëåäóéòå ïðîöåññ
ôàçîâîãî ïåðåõîäà êîíäåíñèðîâàííîå ñîñòîÿíèå – ïàð. Îï-
ðåäåëèòå êîíå÷íîå ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè
îò âåëè÷èíû ïîäâåäåííîé ýíåðãèè è ïîëó÷èòå çíà÷åíèå
òåìïåðàòóðû êàæäîé èç ôàç. Ïîëíîå êîëè÷åñòâî ïîäâåäåí-
íîé ýíåðãèè çàäàéòå â äèàïàçîíå äî 010U n .

3. «Êîíäåíñàöèÿ». Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ãàç

XII Âñåðîññèéñêàÿ çàî÷íàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà

øêîëüíèêîâ
Âñåðîññèéñêàÿ øêîëà ìàòåìàòèêè è ôèçèêè «ÀÂÀÍÃÀÐÄ»

ñîâìåñòíî ñ Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ ïðè
ó÷àñòèè æóðíàëà «Êâàíò» ïðîâîäèò î÷åðåäíóþ Âñåðîññèéñ-
êóþ çàî÷íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ îëèìïèàäó äëÿ øêîëüíèêîâ
6–10 êëàññîâ. Ñðîê ïðîâåäåíèÿ îëèìïèàäû îêòÿáðü–äå-
êàáðü 2005 ãîäà.

×òîáû ïðèíÿòü ó÷àñòèå â îëèìïèàäå, íóæíî â òå÷åíèå
íåäåëè ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòîãî íîìåðà æóðíàëà ðåøèòü
ïðåäëàãàåìûå íèæå çàäà÷è, àêêóðàòíî îôîðìèòü ðåøåíèÿ
(êàæäóþ çàäà÷ó – íà îòäåëüíîì ëèñòî÷êå) è îòîñëàòü ïî
àäðåñó: 115446 Ìîñêâà, à/ÿ 450, ÎÐÃÊÎÌÈÒÅÒ, «Ì-ÊÂÀÍÒ» –
íîìåð êëàññà.

Â ïèñüìî âëîæèòå äâà ïóñòûõ ìàðêèðîâàííûõ êîíâåðòà ñ
íàäïèñàííûì äîìàøíèì àäðåñîì.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ó÷àñòèÿ â îëèìïèàäå íåîáÿçàòåëüíî
ðåøèòü âñå çàäà÷è – äîñòàòî÷íî õîòÿ áû îäíîé. Ïîáåäèòåëè
îëèìïèàäû ïîëó÷àò ïðèçû, ñðåäè êîòîðûõ íåñêîëüêî áåñ-
ïëàòíûõ ïîäïèñîê íà æóðíàë «Êâàíò» (Îðãêîìèòåò ïðèëî-
æèò âñå óñèëèÿ ê òîìó, ÷òîáû ïîîùðåíèÿ è ïðèçû ïîëó÷èëè
âñå, ïðèñëàâøèå õîòÿ áû îäíî ïðàâèëüíîå ðåøåíèå.)

Âñå ó÷àùèåñÿ, ïðèñëàâøèå ñâîè ðàáîòû â Îðãêîìèòåò
îëèìïèàäû, íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòàòîâ èõ ïðîâåðêè ïîëó÷àò
ïðèãëàøåíèå ó÷èòüñÿ íà çàî÷íîì îòäåëåíèè Âñåðîññèéñêîé
øêîëû ìàòåìàòèêè è ôèçèêè «ÀÂÀÍÃÀÐÄ» â 2005/06 ó÷åá-
íîì ãîäó.

Âíèìàíèþ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè 6–10 êëàññîâ!
Ïðèãëàñèòå ê ó÷àñòèþ â îëèìïèàäå ñâîèõ ó÷åíèêîâ!

Çàäà÷è îëèìïèàäû

6 êëàññ

1. Â êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ ìîæíî ðàñêðà-
ñèòü ãðàíè êóáà, ÷òîáû ñîñåäíèå ãðàíè íå áûëè îêðàøåíû â
îäèíàêîâûé öâåò?

2. Îïðåäåëèòå ïðîïóùåííûå ÷èñëà è íàéäèòå ñóììó:

1 + 1+ 2 + 3 + 5 + … + 144 = ?

3. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå 2005 ÷èñåë, êàæäîå
èç êîòîðûõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò 2005,

ðàâíû íóëþ. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíè-
ìàòü ñóììà êâàäðàòîâ ýòèõ ÷èñåë?

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 11 öåëûõ ÷èñåë ìîæíî
íàéòè 2, ðàçíîñòü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 10.

5. Äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ îáîéòè êîíåì øàõìàòíóþ äîñêó ñ
âûðåçàííûìè ïîëÿìè à1 è h8, ïîáûâàâ íà îñòàëüíûõ ïîëÿõ
ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó.

7 êëàññ

1. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë
1 2, , , na a a…

2

1 2 n
a a a n+ + + =…

äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n. Íàéäèòå 2005a .
2. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçíîñòü ÷åòûðåõçíà÷íîãî ÷èñëà è ÷èñëà,

çàïèñàííîãî òåìè æå öèôðàìè, íî â îáðàòíîì ïîðÿäêå, íå
ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 2005.

3. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé äåëÿò ïðîñòðàíñòâî ïðîäîëæåííûå
ïëîñêîñòè ãðàíåé ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà?

4. Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 0õó ìíîæåñòâî
òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ïðè 0 3x£ £  è 1 1y- £ £

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3y x y x y x y x x- + - + - + - ¥

( ) ( )( )2 2
0,5 0,25 0x y¥ - + - = .

5. Ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 6 êëàññà.

8 êëàññ

1. Ñì. çàäà÷ó 1 äëÿ 7 êëàññà.
2. Ìîæíî ëè çàâåðíóòü â ïëàòîê ðàçìåðîì 3 3¥  êóá ñî

ñòîðîíîé 1, íå ðàçðåçàÿ ïëàòîê?
3. Íà äâóõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà êàê íà äèàìåòðàõ

ïîñòðîåíû êðóãè. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ïîëíîñòüþ ïîêðîþò
òðåóãîëüíèê.

4. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
650x y y z x z+ + + = .

5. Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 0õó ìíîæå-
ñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-

èìååò òåìïåðàòóðó òàêóþ, ÷òî 0kT U� . Ðàññìîòðèòå äèíà-
ìèêó ïåðåõîäà â êîíäåíñèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â çàâèñèìîñòè
îò ñêîðîñòè îòâîäà òåïëà. Ïðîàíàëèçèðóéòå ïîëó÷åííûå
çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû ãàçîîáðàçíîé è êîíäåíñèðîâàííîé
ôàç îò âðåìåíè.

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóéòå 
0 4Ar =

�

, 0 200 KU k =

(òàêèå ïàðàìåòðû ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþò ïîòåíöèà-
ëó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè êñåíîíà), ìàññà àòîìà
ñîñòàâëÿåò 130 àòîìíûõ åäèíèö. Ñ÷èòàéòå, ÷òî 6

10 “ìL
-

= ,
÷èñëî ÷àñòèö n = 100.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè

Â.Àëüìèíäåðîâ, À.Ïîïîâ, Î.Ïîïîâè÷åâà



íèþ

( ) ( ) ( )2 2
4 4 3x y y x x x- - + - - ( ) ( )( )2 2

0,5 0,25x y¥ - + - =

2 2
1 1 3 3y y x x x x= - - - + - + - - - .

9 êëàññ

1. Ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 8 êëàññà.
2. Äàí ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé åäèíèöà.

Â êàêîì îòíîøåíèè äåëèò ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà îêðóæ-
íîñòü ñ öåíòðîì â îäíîé èç åãî âåðøèí, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
öåíòð òðåóãîëüíèêà?

3. Ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 6 êëàññà.
4. Ôóíêöèÿ ( )f x  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f xy f x f y f x f y f x y= + - + -

ïðè âñåõ õ è ó. Äîêàæèòå, ÷òî ( ) 0f x ≥  ïðè âñåõ íåîòðèöà-
òåëüíûõ õ.

5. Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 0õó ìíîæåñòâî

òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 2 2

0,5 0,5 2 3x y x x y x- + - - + - ¥

( ) ( )( )
2 22 2

6 8 3 3x x y x x
Ê ˆ

¥ - + + + - + - =
Ë ¯

2 2
1 1y y- - - .

10 êëàññ

1. Äàí òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 5, 12, 13. Íàéäèòå äëèíû
âûñîò è ìåäèàí ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

2. Èçáàâüòåñü îò èððàöèîíàëüíîñòè â âûðàæåíèè

21 12 3- .
3. Â êàêèõ ïðåäåëàõ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïëîùàäü ïÿòè-

óãîëüíîãî ñå÷åíèÿ åäèíè÷íîãî êóáà?
4. Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 9 êëàññà.
5. Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 0õó ìíîæåñòâî

òî÷åê, êîîðäèíàòû õ è ó êîòîðûõ òàêîâû, ÷òî óðàâíåíèå

2
2 4 sin cos

2 2

x y x y
a a

+ -

- + ( ) ( )cos cos 0x y x y- - + =

îòíîñèòåëüíî à èìååò êîðíè ðàçíûõ çíàêîâ.

Ð Å Ö Å Í Ç È È ,  Á È Á Ë È Î Ã Ð À Ô È ß 57

 Ïîëåçíàÿ êíèãà ïî ôèçèêå

Â 2005 ãîäó èçäàòåëüñòâî «Ýêçàìåí» âûïóñòèëî âòîðîå
èçäàíèå, ïåðåðàáîòàííîå è äîïîëíåííîå, êíèãè Þ.Ã.Ïàâëåí-
êî «Íà÷àëà ôèçèêè». Êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ó÷àùèõñÿ
ñðåäíèõ øêîë, ëèöååâ, ãèìíàçèé, ïðåïîäàâàòåëåé è àáèòóðè-
åíòîâ. Îñíîâíàÿ öåëü êíèãè – íàó÷èòü øêîëüíèêîâ àêòèâíî
ïðèìåíÿòü òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ôèçèêè êàê ðàáî÷èé àïïà-
ðàò, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü êîíêðåòíûå çàäà÷è è ïðèîáðåñòè
óâåðåííîñòü â ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå.

Ïåðâîå èçäàíèå «Íà÷àë ôèçèêè» óâèäåëî ñâåò â 1988 ãîäó.
Êíèãà ïîëó÷èëà âûñîêóþ îöåíêó ïðîôåññèîíàëîâ — ôèçè-
êîâ ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ è ïðåïîäàâàòåëåé ôèçèêè
â øêîëå. Î÷åíü ñêîðî êíèãà áûëà ïåðåâåäåíà íà áîëãàðñêèé
è ðóìûíñêèé ÿçûêè. Èç áîëüøîãî ÷èñëà ó÷åáíèêîâ è ó÷åá-
íûõ ïîñîáèé ïî ôèçèêå êíèãó âûäåëÿåò ôóíäàìåíòàëüíûé,
ãëóáîêèé è îäíîâðåìåííî øèðîêèé ïîäõîä ê èçëîæåíèþ
ìàòåðèàëà. Àâòîð äåìîíñòðèðóåò ýðóäèöèþ è èñòèííîå çíà-
íèå ïðåäìåòà, ïîñêîëüêó ñïåöèàëüíîñòü äîêòîðà ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Þ.Ã.Ïàâëåíêî – òåîðåòè-
÷åñêàÿ ôèçèêà.

Â îñíîâó âòîðîãî èçäàíèÿ «Íà÷àë ôèçèêè» ïîëîæåí
ìàòåðèàë ëåêöèé, êîòîðûå àâòîð â òå÷åíèå ïÿòíàäöàòè ëåò
÷èòàë ó÷àùèìñÿ Ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ó÷åáíî-íàó÷íîãî öåí-
òðà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â.Ëî-
ìîíîñîâà – øêîëû èì. À.Í.Êîëìîãîðîâà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîâðåìåííûìè òåíäåíöèÿìè ïðåïîäàâàíèÿ, îñíîâíîé àêöåíò
ñäåëàí íà èçó÷åíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ è ôèçè÷åñêèõ
ÿâëåíèé, ïîçâîëÿþùèõ ðàñêðûòü ðîëü òåîðèè â ïðàêòè÷åñ-
êèõ ïðèëîæåíèÿõ è ïðåäñêàçàíèè íîâûõ ýôôåêòîâ.

Êàæäûé ðàçäåë ïåðâîé (îñíîâíîé) ÷àñòè êíèãè ñîäåðæèò
ïîëíîå èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïî âñåì òåìàì
ïðîãðàììû ôèçèêè ñðåäíåé øêîëû. Êðàòêî îáñóæäàþòñÿ
âîïðîñû ìåòîäè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ñâÿçàííûå ñ êîððåêòíûì
ïðåïîäàâàíèåì ôèçèêè. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ðàçäåëû
ïðîãðàììû, êîòîðûå, êàê ïîêàçàëà ïðàêòèêà ïðèåìíûõ
ýêçàìåíîâ íà åñòåñòâåííûå ôàêóëüòåòû ÌÃÓ, íàèáîëåå ñëîæ-

íû äëÿ ó÷àùèõñÿ. Çäåñü æå ìîæíî íàéòè ìíîæåñòâî ýññå,
ïîñâÿùåííûõ îòêðûòèÿì íîâûõ ýôôåêòîâ è çàêîíîâ, âîç-
íèêíîâåíèþ íîâûõ ïîíÿòèé è òåðìèíîâ, à òàêæå âêëàäó
âûäàþùèõñÿ ó÷åíûõ â ðàçâèòèå ôèçèêè. Âïåðâûå â ó÷åáíîé
ëèòåðàòóðå èçëîæåíà ëåòîïèñü êîñìè÷åñêîé ýðû, èñòîðèÿ
ðîæäåíèÿ Ñèëèêîíîâîé äîëèíû, ÷èïà, êîìïüþòåðà, çíàìå-
íèòîé «ìûøè» è Èíòåðíåòà. Âòîðàÿ ÷àñòü êíèãè, ïðåäñòàâ-
ëÿþùàÿ ñîáîé ïðîäîëæåíèå ïåðâîé, âêëþ÷àåò «Äîïîëíå-
íèå», ñîäåðæàùåå  ìàòåðèàë äëÿ ÷èòàòåëåé, êîòîðûå ñîáèðà-
þòñÿ èçó÷àòü åñòåñòâåííûå íàóêè. Ïðè ïîäãîòîâêå ê ó÷àñòèþ
â ôèçè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ ïîëåçíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ òàêèìè
ðàçäåëàìè, êàê «Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà», «Ëåòó÷èå ëîêà-
òîðû», «Ýíòðîïèÿ», «Ýëåêòðîìåõàíèêà», «Òðåõôàçíûé àñèí-
õðîííûé äâèãàòåëü», «Ãîëîãðàôèÿ», «Óñêîðèòåëè ýëåìåí-
òàðíûõ ÷àñòèö», «Ýôôåêòû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè â ýëåê-
òðîäèíàìèêå». Ó÷àùèåñÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë íàé-
äóò çäåñü ìíîæåñòâî òåì äëÿ äîêëàäîâ è ðåôåðàòîâ.

Â êíèãå ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ áîëåå 450 ïðèìåðîâ è çàäà÷,
òåñíî ñâÿçàííûõ ñ òåîðåòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì. Íåêîòîðûå èç
íèõ ïðåäëàãàëèñü íà âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ ïî ôèçèêå â
ðàçëè÷íûå âóçû, äðóãèå ñîñòàâëåíû òàê, ÷òîáû çàèíòåðåñî-
âàòü ÷èòàòåëÿ, ïîìî÷ü îòâåòèòü íà ìíîãî÷èñëåííûå «ïî÷å-
ìó», âîçíèêàþùèå ïðè çíàêîìñòâå ñ ðàçëè÷íûìè ÿâëåíèÿìè
ïðèðîäû è òåõíè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè ôèçèêè, ââåñòè â
ìèð, ãäå ôèçè÷åñêèå çàêîíû îòðàæàþò íå ìàòåìàòè÷åñêèå
ñèìâîëû, à ðåàëüíîñòü.

Êíèãà Þ.Ã.Ïàâëåíêî  «Íà÷àëà ôèçèêè» ïîëíîñòüþ àâ-
òîíîìíà: åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ èçó÷åíèÿ ôèçèêè, è
ïðè ïîäãîòîâêå ê âûïóñêíûì è âñòóïèòåëüíûì ýêçàìåíàì,
íå ïðèáåãàÿ ê äðóãèì ó÷åáíèêàì. Ïî øèðîòå îõâàòà ìàòå-
ðèàëà ìîæíî ñóäèòü ïî ïðåäìåòíîìó óêàçàòåëþ, ñîäåðæà-
ùåìó 14 ñòðàíèö. Èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ ôèçèêè,
øèðîêîãî êðóãà ÿâëåíèé, ïðàêòè÷åñêèõ è íàó÷íûõ ïðèëî-
æåíèé, íåñîìíåííî, çàèíòåðåñóåò êàê øêîëüíèêîâ, òàê è
ïðåïîäàâàòåëåé ôèçèêè.

Â.Ëîáûøåâ
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ÊÌØ

Çàäà÷è

(см. «Квант» №4)]

1. Ïðîôåññîð Ìóìáóì–Ïëþìáóì îáðå÷åí íà íåóäà÷ó. Åñëè
ìåäèàíà ïåðïåíäèêóëÿðíà îñíîâàíèþ, òî èñõîäíûé òðåóãîëü-
íèê ýòîé ìåäèàíîé äåëèòñÿ íà äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà.

Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ìåäèàíà
äåëèò èñõîäíûé òðåóãîëüíèê
íà äâà òðåóãîëüíèêà, ó îäíî-
ãî èç êîòîðûõ èìååòñÿ òóïîé
óãîë, áîëüøèé, ÷åì ëþáîé
óãîë âòîðîãî òðåóãîëüíèêà
(ïîäóìàéòå, ïî÷åìó – ñì.
ðèñ.1), ïîýòîìó ýòè äâà òðåó-
ãîëüíèêà íå ìîãóò áûòü ìåæ-
äó ñîáîé ïîäîáíûìè.
2. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âà-
ðèàíòû òðîåê ðàçëè÷íûõ
öèôð (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-
ñòàíîâêè êðàéíèõ öèôð), ó

êîòîðûõ êâàäðàò ñðåäíåé öèôðû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äâóõ
ñîñåäíèõ ñ íåé: 124, 139, 248, 469. Ïîñêîëüêó â íîìåðå òåëå-
ôîíà äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü òðè èç òàêèõ êîìáèíàöèé, òî
ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî äîëæíà íàõîäèòüñÿ öèôðà 1. Íåñëîæ-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî êîìáèíàöèè 469 èëè 964 íå ïîäõîäÿò, à èç
îñòàâøèõñÿ òðîåê ìîæíî ñîñòàâèòü òîëüêî ñëåäóþùèå âîç-
ìîæíûå ñî÷åòàíèÿ: 842139 èëè 931248, ïðè÷åì ñóììà öèôð è
â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå ðàâíà 27. Ïîñêîëüêó èñêîìûé íîìåð
äîëæåí äåëèòüñÿ è íà 4, è íà 9, òî èç îñòàâøèõñÿ íåèñïîëüçî-
âàííûõ öèôð 0, 5, 6, 7 ïîäõîäèò òîëüêî öèôðà 0. Íà íîëü
äîìàøíèé íîìåð òåëåôîíà íà÷èíàòüñÿ íå ìîæåò, ïîýòîìó îí
äîëæåí ñòîÿòü â êîíöå. Ïðèâëåêàÿ ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 4,
íàõîäèì åäèíñòâåííî âîçìîæíûé âàðèàíò: 9312480.
3. Îáîçíà÷èì ïåðâîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k, òîãäà óñëî-
âèå çàäà÷è çàïèøåòñÿ òàê:

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2k k k n k n k n+ + + + + = + + + + +… … ,

èëè

( )1 1k k n k= + + - - + ( ) ( )2 2 2k n k k n k n+ + - - + + + - -… .

Â êàæäîé èç n ñêîáîê, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî

ðàâåíñòâà, ñòîèò ÷èñëî n, ïîýòîìó 2k n= .

4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç à ñîâîêóïíóþ ìàññó ãèðåê, êîòîðûå âî
âðåìÿ ïåðâûõ äâóõ âçâåøèâàíèé íàõîäèëèñü íà ëåâîé ÷àøêå
âåñîâ, à ÷åðåç b – ñîâîêóïíóþ ìàññó ãèðåê, êîòîðûå âî âðåìÿ
ïåðâûõ äâóõ âçâåøèâàíèé íàõîäèëèñü íà ïðàâîé ÷àøêå âåñîâ.
Òîãäà ñõåìà ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê:
a b c d+ = + , à âòîðîãî – òàê: à + d = ñ + b. Îòñþäà à = ñ,
ò.å. âåñû è â òðåòèé ðàç ïîêàæóò ðàâíîâåñèå.

5. Ïðèìåì äëèíó ñòîðîíû îäíîé êëåòêè çà 1. Òîãäà ïåðèìåòð
ôèãóðû, îáðàçîâàííîé
ïåðâîíà÷àëüíî çàêðà-
øåííûìè êëåòêàìè,
íå ïðåâûøàåò
7 4 28¥ = . Îïåðàöèÿ
çàêðàøèâàíèÿ îòäåëü-
íîé êëåòêè íå ìîæåò
óâåëè÷èòü ïåðèìåòð

çàêðàøåííîé ôèãóðû (ðèñ.2), à ïåðèìåòð âñåãî çàêðàøåííîãî
êâàäðàòà 8 8¥  ðàâåí 32.
Ñëåäîâàòåëüíî, Ïåòÿ íèêîãäà íå ñìîæåò çàêðàñèòü âåñü êâàä-
ðàò.

Ðèñ. 1

Êàëåéäîñêîï «Êâàíòà»

Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Êîãäà êèïÿòîê: ÷åì âûøå òåìïåðàòóðà òåëà, òåì áîëüøå
åãî èçëó÷àòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü.
2. Ìîäåëü àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà – ýòî îòâåðñòèå â çàêðû-
òîì ñîñóäå.
3. Çðà÷îê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòâåðñòèå â ðàäóæíîé îáîëî÷êå
ãëàçà, êîòîðûé ïîãëîùàåò ïðàêòè÷åñêè âñå ïîïàäàþùèå â
íåãî ëó÷è.
4. Äà, óñòàíîâèòñÿ. Ïðè ýòîì âñå òåëà ïðèîáðåòóò òåìïåðàòó-
ðó îáîëî÷êè, êðîìå çåðêàëüíîãî – åãî òåìïåðàòóðà áóäåò
áëèçêà ê àáñîëþòíîìó íóëþ.
5. Íåò, íåëüçÿ. Ñ ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû áóäåò ðàñòè èçëó-
÷åíèå ïîëîñòè, ïîêà îíà íå ñòàíåò òåðÿòü ñòîëüêî ýíåðãèè,
ñêîëüêî ïîëó÷àåò.
6. Ïîêàçàíèå òåðìîìåòðà çàâèñèò îò èçëó÷åíèÿ ñïóòíèêà,
çâåçä, ïëàíåò è ñàìîãî òåðìîìåòðà è ðàâíî åãî «ðàâíîâåñíîé»
òåìïåðàòóðå, ïðè êîòîðîé ðàâíû èñïóñêàåìûå è ïîãëîùàåìûå
òåðìîìåòðîì êîëè÷åñòâà òåïëîòû.
7. Ìàêñèìóì ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ ïðè âûñîêîé òåìïåðàòóðå
ïðèõîäèòñÿ íà òåïëîâûå (èíôðàêðàñíûå) ëó÷è, êîòîðûå õî-
ðîøî îòðàæàþòñÿ ìåòàëëîì.
8. ×åðíûé óãîëü ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïîãëîùàåò âèäèìûé ñâåò è
ïðè íàãðåâàíèè òàê æå ñèëüíî åãî èçëó÷àåò; áåëûé ìåë õîðî-
øî îòðàæàåò ñâåò, à ïðè íàãðåâàíèè åãî èçëó÷åíèå çíà÷èòåëü-
íî ñëàáåå.
9. Ìàòîâàÿ – îíà ëó÷øå ïîãëîùàåò òåïëî, ïîýòîìó êàðòîôåëü
èñïå÷åòñÿ áûñòðåå.
10. Ïî êîíòðàñòó ñ îêðóæàþùèìè åãî áîëåå ñâåòëûìè ïðåä-
ìåòàìè.
11. Äà, åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî â ñâåòå, èç êîòîðîãî èñêëþ÷åí
æåëòûé öâåò (ýòî íà îïûòå ïðîâåðèë åùå Íüþòîí).
12. Åñëè çâåçäà ãîðÿ÷åå Ñîëíöà, òî ìàêñèìóì åå èçëó÷åíèÿ
ñìåùàåòñÿ â óëüòðàôèîëåòîâóþ îáëàñòü, è îíà êàæåòñÿ ãî-
ëóáîé. Åñëè õîëîäíåå – ìàêñèìóì ïðèõîäèòñÿ íà èíôðà-
êðàñíóþ îáëàñòü, è îíà êàæåòñÿ êðàñíîé èëè æåëòîâàòîé.
Åñëè æå ìàêñèìóì ïðèõîäèòñÿ íà çåëåíûé ñâåò, êàê ó
Ñîëíöà, òî â ñïåêòðå èçëó÷åíèÿ çâåçäû ïðèñóòñòâóþò è âñå
îñòàëüíûå öâåòà, ñîçäàþùèå âìåñòå îùóùåíèå áåëîãî
öâåòà.
13. Ôèîëåòîâîãî, ïîñêîëüêó èìïóëüñ ôîòîíà ôèîëåòîâîãî
öâåòà áîëüøå èìïóëüñà ôîòîíà êðàñíîãî öâåòà.
14. Ëó÷ ëàçåðà îêàæåò áîëüøåå äàâëåíèå íà çåëåíîå ñòåêëî,
ïîãëîùàþùåå ôîòîíû êðàñíîãî öâåòà, ÷åì íà êðàñíîå ñòåêëî,
ïðîïóñêàþùåå èõ. À âîò íà çåëåíóþ áóìàãó, ïîãëîùàþùóþ
ôîòîíû êðàñíîãî öâåòà, ëó÷ ëàçåðà îêàæåò ìåíüøåå äàâëåíèå,
÷åì íà êðàñíóþ, îòðàæàþùóþ èõ.
15. Çåëåíàÿ ðàñòèòåëüíîñòü íå ïîãëîùàåò èíôðàêðàñíûå
ëó÷è, à îòðàæàåò è ðàññåèâàåò èõ.

16. Íåò, ïîñêîëüêó äåéñòâèå ëèøü ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ ñîçäà-
ëî áû âðàùåíèå â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Íàáëþäàåìûé
ýôôåêò ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî îñòàòî÷íîå äàâëåíèå ðàçðåæåííîãî
ãàçà íà çà÷åð÷åííûå ïëàñòèíêè íåñêîëüêî âûøå, ÷åì íà çåð-
êàëüíûå (èç-çà áîëåå âûñîêîé òåìïåðàòóðû).

17. Â ïðèíöèïå, ìîæåò, åñëè ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ê Ñîëíöó
óðàâíîâåñèò ñèëó ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ.

18. Â ñëó÷àå à) ïëàñòèíêà áóäåò îòòàëêèâàòüñÿ ïî íàïðàâëå-
íèþ ïàäåíèÿ ñâåòà; â ñëó÷àå á) – ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè ê
åå ïîâåðõíîñòè.

19. Ìîìåíò ñèëû ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ íà íåáîëüøîé ó÷àñòîê
çåðêàëüíîé ïîâåðõíîñòè ðàâåí íóëþ, â òî âðåìÿ êàê ìîìåíò
ñèëû ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ íà çà÷åðíåííûé ó÷àñòîê ñòðåìèòñÿ
ïîâåðíóòü ñïóòíèê çåðêàëüíîé ñòîðîíîé ê Ñîëíöó.

Ðèñ. 2
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Ïîñìîòðèì ñêâîçü ëèíçó

1. F lL l= ± .
2. F = a.
3. Ëèíçà ðàññåèâàþùàÿ, åå ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ðàâíî

( )
2

10 “ì
1

l
F

Γ
Γ

= =
-

.

4. 2Γ = . 5. Ìíèìûì.     6. 
( )1 5

2

F
d

+
= .

7. F = 0,15 ì. 8. 
2 2

24 “ì
4

l L
F

l

-
= = .

9. 
1 2

1 2

2
2,4

Γ ΓΓ
Γ Γ

= =
+

.    10. Âîçìîæíû äâà ðåøåíèÿ: 5 èëè 
1

5
.

Ìèêðîîïûò

Òåìíûå ïîâåðõíîñòè ëó÷øå èçëó÷àþò èíôðàêðàñíûå ëó÷è,
ïîýòîìó â çà÷åðíåííîé áàíêå âîäà îñòûíåò çàìåòíî áûñòðåå.

XXXI Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
ïî ìàòåìàòèêå

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

9 êëàññ

1. Ïîñòðîèì áèññåêòðèñó óãëà Ñ è ðàññìîòðèì òî÷êó A¢ ,
ñèììåòðè÷íóþ À îòíîñèòåëüíî ýòîé áèññåêòðèñû (ðèñ.3). Òàê
êàê ÑÐ = CQ, òî ïîñòðîåííàÿ áèññåêòðèñà ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèí-

íûì ïåðïåíäèêóëÿðîì
ê îòðåçêó PQ. Çíà÷èò,
÷åòûðåõóãîëüíèê
PQA A¢  – ðàâíîáîêàÿ
òðàïåöèÿ èëè ïðÿìîó-
ãîëüíèê, ñëåäîâàòåëü-
íî, A¢  ëåæèò íà îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè

APQΔ  ïðè ëþáîì ïî-
ëîæåíèè òî÷åê Ð è Q,
óäîâëåòâîðÿþùåì óñ-
ëîâèþ.
2. Âåðíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Îëåã íå ñìîæåò âûáðàòü äâå òðåáóåìûå êëåòêè. Çàìåíèì âñå
÷èñëà íà èõ îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 4. Â òàáëèöå îêàæåòñÿ ïî
121 ÷èñëó 0, 1, 2 è 3. Ðàçîáüåì òàáëèöó íà 121 òàáëè÷êó
2 2¥ . Â êàæäîé òàêîé òàáëè÷êå ìîæåò ñòîÿòü íå áîëåå îäíî-
ãî íóëÿ è íå áîëåå îäíîé äâîéêè. Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîé
òàáëè÷êå ñòîèò ðîâíî îäèí íîëü è ðîâíî îäíà äâîéêà, ïðè÷åì
îáà îñòàâøèõñÿ ÷èñëà äîëæíû áûòü ëèáî åäèíèöàìè, ëèáî
òðîéêàìè. Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî åäèíèö ÷åòíî. Ïðîòèâîðå-
÷èå.
3. Ïðåîáðàçóåì óñëîâèå:

( ) ( )
2

21

1 1 2 3 1

1

1
1

a
S a a a a a

a
> ¤ > + + - ¤

-

( )1 2 3 1 2 3a a a a a a¤ + + > + ¤ 1

2 3 1 2 3

1 a

a a a a a
>

+ + +
.

Ñëîæèâ ýòî íåðàâåíñòâî ñ äâóìÿ àíàëîãè÷íûìè, ïîëó÷àåì

1 2 3

1 2 2 3 3 1 1 2 3

1 1 1
1

a a a

a a a a a a a a a

+ +
+ + > =

+ + + + + ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
4. Ìîæåò.

Ëåììà. Ïóñòü çà õ ðóáëåé Âàñÿ ñìîã âûëîæèòü â íóæíîì

ïîðÿäêå íà ñòîë N – 1 êàðòî÷êó, ãäå kN 3£ . Òîãäà îí ñìî-

æåò äîáàâèòü ê âûëîæåííûì êàðòî÷êàì åùå îäíó, ïîòðà-
òèâ ïðè ýòîì åùå íå áîëåå k ðóáëåé, ò.å. çàòðàòèâ âñåãî íå
áîëåå õ + k ðóáëåé.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k. Áàçà

k = 1 î÷åâèäíà. Ïóñòü äëÿ âñåõ 1
3

kN -
£  ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðâûé ðóáëü Âàñÿ ïîòðàòèò íà òî, ÷òîáû ïðàâèëüíî ðàñïî-
ëîæèòü íà ñòîëå N-þ êàðòî÷êó è êàðòî÷êè À è Â, óæå ëåæà-

ùèå íà ìåñòàõ 
3

NÈ ˘
Í ˙Î ˚

 è 
2

3

NÈ ˘
Í ˙Î ˚

. Òîãäà N-ÿ êàðòî÷êà ïîïàäåò â

îäíó èç òðåõ ÷àñòåé, íà êîòîðûå äðóãèå äâå êàðòî÷êè ðàçáè-

âàþò óæå âûëîæåííóþ íà ñòîë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íî êàð-
òî÷êè À è Â ðàçáèâàþò ëåæàùóþ íà ñòîëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

N – 1 êàðòî÷êè íà êóñêè ðàçìåðîì íå áîëåå ÷åì ïî 1
3 1

k-
-

êàðòî÷åê. Çíà÷èò, Âàñå îñòàëîñü îïðåäåëèòü ìåñòî êàðòî÷êè ñ
íîìåðîì N ñðåäè íå áîëåå ÷åì 1

3 1
k-

-  êàðòî÷åê, ïîòðàòèâ íå
áîëåå ÷åì k – 1 ðóáëü, à ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ èíäóêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà.
Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ëåììó, ïîäñ÷èòàåì Âàñèíû çàòðàòû íà
âûêëàäûâàíèå âñåõ 365 êàðòî÷åê. Íà âûêëàäûâàíèå ïåðâûõ
òðåõ êàðòî÷åê Âàñÿ ïîòðàòèò 1 ðóáëü. Íà äîáàâëåíèå ê íèì
êàðòî÷åê ñ íîìåðàìè îò 4 äî 9 (âñåãî 6 êàðòî÷åê) Âàñÿ ïîòðà-
òèò íå áîëåå 2 ðóáëåé íà êàæäóþ êàðòî÷êó. Íà êàðòî÷êè ñ 10
ïî 27 – íå áîëåå 3 ðóáëåé íà êàæäóþ, ñ 28 ïî 81 – íå áîëåå 4
ðóáëåé, ñ 82 ïî 243 – íå áîëåå 5 ðóáëåé è íàêîíåö íà êàðòî÷-
êè ñ íîìåðàìè îò 244 äî 365 – íå áîëåå 6 ðóáëåé íà êàæäóþ.
Èòîãî, Âàñÿ ñìîæåò âûëîæèòü âñå êàðòî÷êè íà ñòîë â íóæíîì
ïîðÿäêå, ïîòðàòèâ íå áîëåå ÷åì

1 6 2 18 3 54 4 162 5 122 6 1845 2000+ ◊ + ◊ + ◊ + ◊ + ◊ = <  ðóáëåé.

Òàêèì îáðàçîì, Âàñÿ ñìîæåò ïîòðàòèòü íå áîëåå 2000 ðóáëåé.
5. Ïåðâîå ðåøåíèå. Óòâåðæäåíèå âåðíî, åñëè âñå ÷èñëà – ðà-
öèîíàëüíû. Ïóñòü íàøå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò èððàöèîíàëüíîå
÷èñëî à. Òîãäà êàæäîå èç îñòàëüíûõ ÷èñåë èìååò âèä ëèáî ð

– à, ëèáî 
p

a
, ãäå ð – ðàöèîíàëüíî. Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñåë âèäà

ð – à íå áîëüøå äâóõ. Ïóñòü 1 1b p a= - , 2 2b p a= - , 
3b =

3p a= - , òîãäà ( )1 2 1 2 2b b p p a+ = + -  – íå ðàöèîíàëüíî, çíà-

÷èò, ( ) 2

1 2 1 2 1 2b b p p a p p a◊ = - + + , à òàêæå 1 3b b◊ , 2 3b b◊  – ðà-

öèîíàëüíû. Îòñþäà ( )2

3 1 2A a a p p= - + , 2

2A a= -

( )1 3a p p- + , ( )2

1 2 3A a a p p= - +  – ðàöèîíàëüíû, çíà÷èò,

( )3 2 3 2A A a p p- = -  – ðàöèîíàëüíî, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî

ïðè 3 2p p= , ò.å. 3 2b b=  – ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñåë âòîðîãî âèäà áîëüøå äâóõ, ïóñòü

1

1

q
c

a
= , 2

2

q
c

a
= , 3

3

q
c

a
=  – òàêèå ÷èñëà. Ñóììà

1 2

1 2

q q
c c

a

+
+ =  ìîæåò áûòü ðàöèîíàëüíîé òîëüêî ïðè

2 1q q= - . Íî 3 2q qπ , çíà÷èò, ñóììà 1 3

1 3

q q
c c

a

+
+ =  èððàöè-

îíàëüíà. Òîãäà ÷èñëî 1 3

1 3 2

q q
c c

a
◊ =  – ðàöèîíàëüíî, îòêóäà 2a

– ðàöèîíàëüíî.
Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå 6 ÷èñåë èç íàøå-
ãî íàáîðà. Ïîñòàâèì ýòèì 6 ÷èñëàì â ñîîòâåòñòâèå ãðàô ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ó íåãî øåñòü âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ íà-
øèì øåñòè ÷èñëàì; âåðøèíû ñîåäèíåíû ñèíèì ðåáðîì, åñëè
ñóììà ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíà, è ñîåäèíåíû
êðàñíûì ðåáðîì, åñëè ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë
ðàöèîíàëüíî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â òàêîì ãðàôå íàéäåòñÿ
îäíîöâåòíûé òðåóãîëüíèê. Ðàññìîòðèì êàæäûé èç ýòèõ ñëó-
÷àåâ.
1) Íàøåëñÿ ñèíèé òðåóãîëüíèê, ò.å. íàøëèñü òðè ÷èñëà õ, ó,
z òàêèå, ÷òî x + y, x + z, y + z ðàöèîíàëüíû. Íî òîãäà, íà-
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ïðèìåð, ( ) ( ) ( ) 2x y x z y z x+ + + - + =  ðàöèîíàëüíî, ò.å. ÷èñ-
ëà õ, ó, z ðàöèîíàëüíû. Òîãäà ðàññìîòðèì ëþáîå èç îñòàâ-
øèõñÿ ÷èñåë t. Èç ðàöèîíàëüíîñòè ëþáîãî èç ÷èñåë xt è x + t
ñëåäóåò ðàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà t (âñå ÷èñëà ïî óñëîâèþ îòëè÷-
íû îò íóëÿ), ò.å. âñå ÷èñëà íàáîðà ðàöèîíàëüíû.
2) Íàøåëñÿ êðàñíûé òðåóãîëüíèê, ò.å. íàøëèñü òðè ÷èñëà õ,
ó, z òàêèå, ÷òî õó, xz, yz ðàöèîíàëüíû. Íî òîãäà, íàïðèìåð,

÷èñëî 
( ) ( ) 2xy xz

x
yz

=  ðàöèîíàëüíî, ò.å. ÷èñëà 2x , 2y , 2z  ðà-

öèîíàëüíû. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë õ, ó, z ðàöèîíàëüíî,

òî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì ðàöèîíàëü-

íîñòü âñåõ ÷èñåë íàáîðà. Ïóñòü òåïåðü x m a= , ãäå à ðàöè-

îíàëüíî, 1m = ± . Òàê êàê xy m ay b= =  – ðàöèîíàëüíî, òî

b b a
y c a

mam a
= = = , ãäå c mπ , – ðàöèîíàëüíî. Òîãäà

ðàññìîòðèì ëþáîå èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë t. Åñëè xt èëè yt –

ðàöèîíàëüíî, òî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó t d a= , ãäå d –
ðàöèîíàëüíî, ò.å. 2t  – ðàöèîíàëüíî.

Åñëè æå x + t è y + t – ðàöèîíàëüíû, òî ( ) ( )y t x t+ - + =

( )m c a= -  – ðàöèîíàëüíî. Íî ( ) ( ) ( )x t y t m c a+ - + = -  –

èððàöèîíàëüíî. Ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ëèáî âñå ÷èñëà íàáîðà ðà-
öèîíàëüíû, ëèáî êâàäðàòû âñåõ ÷èñåë íàáîðà ðàöèîíàëüíû,
÷òî è òðåáîâàëîñü.
6. 1003.
Åñëè 1 2x x£  – êîðíè óðàâíåíèÿ, òî 1 2,x x Œ N  è

( )1 2x x S A+ = , ( )1 2x x S B= , ïîýòîìó

 ( ) ( ) ( ) ( )1 21 1 1x x S B S A+ + = + + = 2005 2006
1 2 4 2 1 2+ + + + + =… .

Çíà÷èò, 1 1 2kx + = , 2006

2 1 2 kx -+ = , ãäå k ìîæåò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ 1, 2, ...,1003.
Íàîáîðîò, ïóñòü 1 2,x x  – ÷èñëà òàêîãî âèäà, òîãäà îíè ÿâëÿ-

þòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ 2 0x px q- + = , ãäå
20062 2 2k kp -= + - , 20062 1q p= - - . Íî ÷èñëî ð èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðàçëîæåíèå â ñóììó ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé äâîéêè
(äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå), è â ýòîì ðàçëîæåíèè ñòåïåíè äâîéêè

íå ïðåâîñõîäÿò 20052 , à äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå q ñîäåðæèò 1

íà òåõ ìåñòàõ, ãäå ó ÷èñëà ð – íóëè, òàê êàê 20052 1p q+ = - .

Èòàê, äëÿ êàæäîãî k òàêîãî, ÷òî 1 1003k£ £ , ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðàçáèåíèå ( ),A B , äàþùåå óêàçàííûå êîðíè 1x

è 2x .
7. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, òî÷êà D ëåæèò íà äóãå ÂÑ, íå
ñîäåðæàùåé òî÷êè À (ðèñ.4). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Í òî÷êó ïåðå-

ñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëü-
íèêà ABC, à ÷åðåç AH  è

BH  – âòîðûå òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ÀÍ è
ÂÍ ñ îêðóæíîñòüþ.
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

AH A HA=¢ ¢, BH B HB=¢ ¢.
Äàëåå, òàê êàê B AQ– =¢

CAD CBD= – = – =
A BP= – ¢ , îòðåçêè AQ è

ÂÐ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè â ïîäîáíûõ
òðåóãîëüíèêàõ AB H¢  è

ABA H¢ , è 
A

B Q A P

B H A H

¢ ¢
=

¢ ¢
.

Ïîñòðîèì íà âûñîòå AA¢  òî÷êó S òàêóþ, ÷òî QS A B¢ ¢� . Èç

òåîðåìû Ôàëåñà âûòåêàåò, ÷òî îòíîøåíèå 
A S

A H

¢
¢

 ðàâíî

A

B Q A P

B H A H

¢ ¢
=

¢ ¢
, à òàê êàê 

AHA H A=¢ ¢ , çíà÷èò, A S A P=¢ ¢ , è

A B¢ ¢  – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà PQS, ò.å. äåëèò ïîïîëàì
ñòîðîíó PQ.

10 êëàññ
1. 11.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ÷èñëà, ìåíüøèå 11, ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ â íóæíîì âèäå:

4 2
1

4 2

-
=

-
, 

8 2
3

4 2

-
=

-
, 

5

3

16 1 2 2
5

4 1 2 2

- -
= =

- -
, 

16 2
7

4 2

-
=

-
,

 
6 7

3

3 4

2 1 2 2
9 2 1

2 1 2 2

- -
= + = =

- -
, 

3 2

2

2 2
2 2 1

2 2

-
= ◊ =

-
, …

 ..., 
6 2

3

2 2
10 2 5

2 2

-
= ◊ =

-
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 
2 2

11
2 2

a b

c d

-
=

-
. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî à > b,

ñ > d. Ïóñòü m = à – b, n = ñ – d, k = b – d. Òîãäà

( ) ( )11 2 1 2 2 1n k m- = - .

Òàê êàê â ëåâîé ÷àñòè öåëîå íå÷åòíîå ÷èñëî, òî k = 0, à
1n π . Íî ïðè m > n > 1 ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè äàþò ðàçíûå

îñòàòêè 1 è 3 ïðè äåëåíèè íà 4. Ïðîòèâîðå÷èå.
Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ ïî-äðóãîìó. Èç
àëãîðèòìà Åâêëèäà ñëåäóåò, ÷òî 2m  – 1 äåëèòñÿ íà 2n  – 1
áåç îñòàòêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m äåëèòñÿ íà n. Çíà-
÷èò, íàäî äîêàçàòü, ÷òî 2

11 1 2 2
n n

π + + +…  Íî ïîñëåäíåå
î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó 11 íå ðàâíî íè îäíîìó èç ÷èñåë 1 + 2, 1
+ 2 + 4, 1 + 4, 1 + 8.
4. Ïóñòü 0B , 0C  – ñåðåäèíû ñòîðîí ÀÑ, ÀÂ ñîîòâåòñòâåííî,

Aω  – òðåòüÿ âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, Ð è Q – òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ Bω¢  è Cω¢ . Ïîëîæèì ÀÂ = ñ, ÂÑ = à, ÑÀ = b. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç , , , ,A B C B CI I I I I¢ ¢  öåíòðû îêðóæíîñòåé

, , , ,A B C B Cω ω ω ω ω¢ ¢  ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç D,
Å, F òî÷êè êàñàíèÿ , ,A B Cω ω ω è ñòîðîí ÂÑ, ÑÀ, ÀÂ; ÷åðåç

,E F¢ ¢  – òî÷êè êàñàíèÿ ,B Cω ω¢ ¢  è ñòîðîí ÑÀ, ÀÂ; ÷åðåç X, Y
– òî÷êè êàñàíèÿ Aω  è ïðîäîëæåíèé ñòîðîí ÀÂ, ÂÑ ñîîòâåò-
ñòâåííî (ðèñ.5).

Èçâåñòíî, ÷òî AD äåëèò ïîïîëàì ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC

(ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 
2

a c b
CD

+ -
= ). Ïîýòîìó äîñòàòî÷-

íî ïîêàçàòü, ÷òî 1) À ëåæèò íà PQ; 2) B CAD I I^ ¢ ¢ .

1) ßñíî, ÷òî òî÷êè Å è E¢  ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî 0B .

Ñëåäîâàòåëüíî, 
2

b c a
AE CE

+ -
= =¢ . Àíàëîãè÷íî,

2

b c a
AF

+ -
=¢ . Ïîëó÷àåì, ÷òî êàñàòåëüíûå ê Bω¢  è Cω¢ , ïðî-
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âåäåííûå èç òî÷êè À, ðàâíû. Ïîýòîìó À ëåæèò íà ðàäèêàëü-

íîé îñè PQ îêðóæíîñòåé Bω¢  è Cω¢ .

2) Èç ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî B BAI CI¢  – ïàðàëëåëîãðàìì, ïî-

ýòîìó B BI C AI=¢
����� ������

. Àíàëîãè÷íî, C CAI BI¢  – ïàðàëëåëîãðàìì,

ïîýòîìó C CBI I A=¢
������ ������

. Ïîñòðîèì òàêóþ òî÷êó Ò, ÷òî CBI TC¢  –
ïàðàëëåëîãðàìì. Ïîëó÷àåì:

CI T BC=¢
����� �����

, B B B C C BI T I C CT AI I A I I= + = + =¢ ¢
����� ����� ���� ������ ������ �������

.

Òàê êàê AAI  è B CI I  ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííåé è âíåøíåé áèññåê-

òðèñàìè óãëà ÂÀÑ, òî A B CAI I I^ . Àíàëîãè÷íî, B C ABI I I^ ,

C A BCI I I^ . Ñëåäîâàòåëüíî, cosA A B B A CI B I I I I I= – ,

cosA A C B A CI C I I I I I= – . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A A B CI BC I I IΔ Δ∼ .

Çàìåòèì, ÷òî AI D  è AI A – ñîîòâåòñòâóþùèå âûñîòû â ïîäîá-

íûõ òðåóãîëüíèêàõ AI BC  è A B CI I I . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

A

A A C

I D BC

I A I I
= .

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè B CI I T¢ ¢ è AADI . Èìååì:

B B C AI T I I I A^¢ � , C AI T BC I D^¢ � , 
C A

B B C A

I T BC I D

I T I I I A

¢
= =

¢ . Îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè B CI I T  è AI DA  ïîäîáíû è

èõ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû ïåðïåíäèêóëÿðíû. Èòàê,

B CI I AD^¢ ¢ .
Çàìå÷àíèå. Âìåñòî ÷àñòè 2) ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî D ëåæèò íà
PQ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü ω  – âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Íå-
òðóäíî âèäåòü, ÷òî ω  êàñàåòñÿ ÀÂ è ÀÑ â òî÷êàõ ,F E¢ ¢  ñîîò-
âåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I öåíòð ω , ÷åðåç D¢  – òî÷êó
êàñàíèÿ ω  è ÂÑ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç , ,B Cr r r  ðàäèóñû îêðóæíî-
ñòåé , ,B Cω ω ω  ñîîòâåòñòâåííî. Â îêðóæíîñòè ω  ïðîâåäåì äè-
àìåòð SD¢  (ðèñ.6). Ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì À, ïåðåâîäÿùàÿ Aω
â ω , ïåðåâîäèò D â S. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
S PQŒ .

Ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì E¢  è êîýôôèöèåíòîì 
Br

r
 ïåðåâîäèò ω

â Bω¢ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç BS  îáðàç òî÷êè S ïðè ýòîé ãîìîòå-

òèè, à ÷åðåç CS  – îáðàç òî÷êè S ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì
F¢ , ïåðåâîäÿùåé ω  â Cω¢ . Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

B CE S SS F S SS◊ = ◊¢ ¢ . Çàìåòèì, ÷òî

 ( )B BE S SS E S E S E S◊ = ◊ - =¢ ¢ ¢ ¢ 2B Br r r
E S E S E S E S

r r

-Ê ˆ- =¢ ¢ ¢ ¢Á ˜Ë ¯ .

Àíàëîãè÷íî, 2C
C

r r
F S SS F S

r

-
◊ =¢ ¢ . ×òîáû çàâåðøèòü ðåøå-

íèå, óñòàíîâèì, ÷òî

( ) ( )2 2

B Cr r E S r r F S- = -¢ ¢ .                   (1)

×åòûðåõóãîëüíèê F SE D¢ ¢ ¢  âïèñàííûé, ïîýòîìó

 
2 2

B
SE F SD F BD F

π –
– = – = - – =¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ .

Àíàëîãè÷íî, 
2

C
SF E

–
– =¢ ¢ . Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ

sin
2

sin
2

C
E S

BF S

–
¢

=
–¢

.                           (2)

×åòûðåõóãîëüíèê B CBCI I  âïèñàííûé, ïîýòîìó

2
C B

B
II I IBC

–
– = – = . Àíàëîãè÷íî, 

2
B C

C
II I

–
– = .

Çàìåòèì, ÷òî 
sin sin

2 2

ID r
IB

B B

¢
= =

– –  è 
sin

2

B
B

r
I B

B
=

–
. Ïîëó-

÷àåì 
sin

2

B
B B

r r
I I I B IB

B

-
= - =

–
. Àíàëîãè÷íî, 

sin
2

C
C

r r
I I

C

-
=

–
.

Èç òåîðåìû ñèíóñîâ

sin sin
2 2

sin
2

sin
2

B

B

CC

r r
B B

I I

r r CI I
C

-
– –

= =
- –
–

.                    (3)

Èç (2) è (3) ïîëó÷àåì (1).
5. 16.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ñòðîêå à ëàäåé, òî â íåé åñòü (à – 1)
ïàðà ëàäåé, êîòîðûå áüþò äðóã äðóãà. Íî òîãäà êîëè÷åñòâî
ïàð ëàäåé, áüþùèõ äðóã äðóãà ïî ãîðèçîíòàëè, íå ìåíüøå
÷åì ÷èñëî ëàäåé ìèíóñ ÷èñëî ãîðèçîíòàëåé, ò.å. íå ìåíüøå 8.
Àíàëîãè÷íî, êîëè÷åñòâî ïàð ëàäåé, áüþùèõ äðóã äðóãà ïî
âåðòèêàëè, íå ìåíüøå 8.
Ïðèìåð äëÿ 16 ëàäåé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè, íàïðèìåð, ðàññòàâèòü
ïî 8 ëàäåé íà ãëàâíûõ äèàãîíàëÿõ.
7. Ëàòèíñêèå áóêâû äàëåå îáîçíà÷àþò öåëûå ÷èñëà.

Ëåììà 1. Åñëè ( )21,a mnd t t t 1= + - + , mo a = 1 ëèáî à = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäåëèâ ñ îñòàòêîì 2
1t t- +  íà t + 1, ïîëó-

÷àåì ( ) ( )2 1 2 1 3t t t t- + = - + + . Èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà

âèäèì, ÷òî åñëè d – îáùèé äåëèòåëü 2
1t t- +  è t + 1, òî d –

äåëèòåëü ÷èñëà 3.
Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà

( ) ( )4 3 2 3 21 2 3 4 1 5t t t t t t t t- + - + = - + - + +

âûâîäèòñÿ åùå îäíà ëåììà.

Ëåììà 2. Åñëè ( )4 3 21,b mnd t t t t 1= + - + + , mo b = 1 ëèáî

b = 5.

Èìååì ( ) ( )3 2 21 1 1 2t t t t x+ = + - + = , ãäå 5t y= . Òàê êàê ÷èñ-

ëî 2
1 1t - +  âñåãäà íå÷åòíî, òî èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ëèáî

2
1 2t u+ = , 2 2

1t t v- + = , ëèáî 2
1 6t u+ = , 2 2

1 3t t v- + = .

Äàëåå, ïðè x > 1 èìååì t > 1, îòñþäà ( )
2 2 21 1t t t t- < - + < ,

è ðàâåíñòâî 2 2
1t t v- + =  âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò. Ïîëó÷àåì

5 21 1 6t y u+ = + = . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ( ) ( )5 31 1y y+ - + =

( ) ( )3 1 1y y y= - +  äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ( ) ( )1 1y y y- + , è

ïîýòîìó äåëèòñÿ íà 3. Òàêèì îáðàçîì, 3 1y +  äåëèòñÿ íà 3,

çíà÷èò, 3 3 1y m= - .

Òåïåðü ïîëîæèì 3 3 1z y m= = - , òîãäà 5 1z + =

( ) ( )4 3 2 21 1 2z z z z z x= + - + - + = . Åñëè 4 3 2
1z z z z- + - +  äå-

ëèòñÿ íà 5, òî âñå äîêàçàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç ëåììû 2
ñëåäóåò, ÷òî ñîìíîæèòåëè â ðàâåíñòâå âçàèìíî ïðîñòû. Ïî-
ñêîëüêó 4 3 2

1z z z z- + - +  âñåãäà íå÷åòíî, ïîëó÷àåì, ÷òî
2

1 2z u+ = , 4 3 2 2
1z z z z v- + - + = . Íî òàê êàê z = 3m – 1, òî

Ðèñ. 6
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÷èñëî â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðè äåëåíèè íà 3
äàåò îñòàòîê 2, à ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè äàåò îñòàòîê 0 èëè 1 –
ïðîòèâîðå÷èå.
Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèå

4 3 2 2
1z z z z v- + - + =

èìååò ëèøü 6 ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ: ( )3, 11- ± , ( )0, 1± ,

 ( )1, 1± . Â ñàìîì äåëå, ïðè 0z π  èìååì ( ) ( )
2 222 2z z v- < <

( )
2

22 2z z< - + , îòêóäà ( ) ( )
22 22 2 1v z z= - +  ïðè öåëûõ z, ÷òî

âìåñòå ñ óðàâíåíèåì äàåò 2
2 3 0z z+ - = . Ïîëó÷èëè z = 1

ëèáî z = –3.
ßñíî, ÷òî èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ åùå îäíî ðå-
øåíèå çàäà÷è.

11 êëàññ
1. 49.
Ïîëîæèì

( ) 1 50 1 50f x x a x a x b x b= - + + - - - - - -… … .

Ïóñòü 1 2 100c c c< < <…  – âñå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà

{ }1 50 1 50, , , , ,a a b b… … , óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ. Íà

êàæäîì èç 101 ïðîìåæóòêà [ ] [ ] [ ]1 1 2 99 100; , ; , , ; ,c c c c c-• …

[ )100;c + •  ôóíêöèÿ f ëèíåéíà, à íà ïåðâîì è ïîñëåäíåì èç
ýòèõ ïðîìåæóòêîâ ïîñòîÿííà è íå ðàâíà 0.
Ïîéäåì ïî ÷èñëîâîé îñè ñëåâà íàïðàâî. Âñÿêèé ðàç, êîãäà ìû
ïðîõîäèì îäíó èç òî÷åê ic , óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðè ðàñ-
êðûòèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîäóëÿ èçìåíÿåòñÿ íà 2± . Òàêèì
îáðàçîì, îí âñåãäà ðàâåí ÷åòíîìó öåëîìó ÷èñëó è íå ìîæåò
ïîìåíÿòü çíàê, íå îáðàòèâøèñü ïåðåä ýòèì â 0. Çíà÷èò, óãëî-
âûå êîýôôèöèåíòû íà ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ïðîìåæóòêàõ
ëèáî îáà íåîòðèöàòåëüíû, ëèáî îáà íåïîëîæèòåëüíû, ò.å.
ôóíêöèÿ ( )f x  íà îáúåäèíåíèè ýòèõ ïðîìåæóòêîâ ëèáî íå-
óáûâàþùàÿ, ëèáî íåâîçðàñòàþùàÿ. Ñòàëî áûòü, íà êàæäîì èç

50 îòðåçêîâ [ ] [ ] [ ]1 3 97 99 99 100; , , ; , ;c c c c c c…  îíà èìååò íå áîëåå
îäíîãî êîðíÿ. Êðîìå òîãî, íà êðàéíèõ èíòåðâàëàõ çíà÷åíèÿ
èìåþò ðàçíûå çíàêè, è â êàæäîì êîðíå çíàê ôóíêöèè ìåíÿåò-
ñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî êîðíåé íå÷åòíî è íå ïðåâûøà-
åò 49.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ðîëü ia , áóäóò èãðàòü ÷èñëà 1,
4, 5, 8, ..., 97, 100, à ðîëü ib  – ÷èñëà 2, 3, 6, 7, ..., 94, 95,

98, 
1

99
10

, òî óðàâíåíèå ( ) 0f x =  áóäåò èìåòü ðîâíî 49 êîð-

íåé.
3. ×åðåç òî÷êè êàñàíèÿ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé A¢  è C¢
ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì òðåó-
ãîëüíèêà. Îíè ïðîéäóò ÷åðåç öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíî-
ñòåé ( 1I  è 3I ) è ïåðåñåêóòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå Î (ðèñ.7).

Òàê êàê 1I  è 3I  íàõîäÿòñÿ íà âíåøíåé áèññåêòðèñå óãëà Â,
òî 

3 1ABI CBI– = – . Èç ðàññìîòðåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåó-
ãîëüíèêîâ 

1I A B¢  è 
3I C B¢  ñëåäóåò, ÷òî 

1 3BI A BI C– = –¢ ¢ ,
çíà÷èò, 1 3OI IΔ  – ðàâíîáåäðåííûé.
Îáîçíà÷èì ñåðåäèíó îòðåçêà 1 3I I  ÷åðåç Ð. Ïîñêîëüêó

1 3OI OI= , 
1 3OP I I^ . Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì

OB. Íà íåé ëåæàò òî÷êè A¢ , C ¢  è Ð, ò.å. ýòî îêðóæíîñòü,
îïèñàííàÿ îêîëî BA CΔ ¢ ¢ . Òåïåðü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Ð
ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè BA CΔ ¢ ¢ . Èç ýòîãî áóäåò ñëå-
äîâàòü, ÷òî 1P B= , è 

1 1 1A B CΔ  – ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê äëÿ

1 2 3I I I , çíà÷èò, åãî ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû âíåøíèì áèññåêòðè-
ñàì ABCΔ . Íî âíåøíèå áèññåêòðèñû ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì
òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî òî÷êàìè êàñàíèÿ âïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè ABCΔ  (ñòîðîíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ
ïåðïåíäèêóëÿðíû âíóòðåííèì áèññåêòðèñàì).
Ïðîâåäåì èç âåðøèí À è Ñ áèññåêòðèñû âíóòðåííèõ è âíå-
øíèõ óãëîâ ABCΔ  (ðèñ.8). Êàê èçâåñòíî, äâå áèññåêòðèñû

îäíîãî óãëà ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè 
1I , Ñ,

À, 
3I  ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì 

1 3I I  è ñ öåíòðîì â
òî÷êå Ð. Ðàññìîòðèì öåíòðàëüíûé óãîë ýòîé îêðóæíîñòè –

3API– . Îí îïèðàåòñÿ íà äóãó 3I A , íå íåå æå îïèðàåòñÿ âïè-

ñàííûé óãîë 
3

1

2
I CA C– = – . Çíà÷èò, 3 32I PA I CA C– = – = – .

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî BPA BCA– = – , ò.å. òî÷êè À, Â, Ð, Ñ

ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
Çàìå÷àíèå. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç À, Â, Ñ, Ð, ÿâëÿ-
åòñÿ îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê äëÿ òðåóãîëüíèêà 

1 2 3I I I .

4. Èìååì ( ) ( )1 1 yz z x- + = , ( )mnd 1, 1 1z z- + =  ïðè íå÷åò-

íîì õ, ( )mnd 1, 1 2z z- + =  ïðè ÷åòíîì õ. Â ïåðâîì ñëó÷àå

1 yz u- = , 1
yz v+ = , ãäå ,u v ŒN ; îòñþäà 2y yv u- = . Íî,

ïîñêîëüêó v > u, ó > 1, èìååì

( ) ( )1 1y y y yv u v u v u- -- = - + + ≥… ( ) ( )12 1 3yv u -- + ≥ .

Ïðîòèâîðå÷èå: 2 3≥ . Çíà÷èò, ÷èñëî x ÷åòíî. Â ýòîì ñëó÷àå
îäíî èç ÷èñåë z – 1 è z + 1 äåëèòñÿ íà 2 è íå äåëèòñÿ íà 4, à
âòîðîå äåëèòñÿ íà 12 yα -  è íå äåëèòñÿ íà 2 yα , ãäå α  – ñòå-
ïåíü, â êîòîðîé 2 âõîäèò â ðàçëîæåíèå õ. Òàêèì îáðàçîì,

2 yA u= , 12 y yB vα -=  (u, v – íå÷åòíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà),

ãäå À è Â ðàâíû, â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, ÷èñëàì z – 1 è z + 1

(ïðè ýòîì yAB x= ). Ïîëó÷èëè 12 2 2y y yu vα -- = ,
22 1y y yu vα -- = . Îòñþäà, ïðè íåêîòîðîì âûáîðå çíàêà,

2
1 2

y y yu vα -
± = .

Çàìåòèì, ÷òî u > 1. Â ñàìîì äåëå, åñëè u = 1, òî À = 2, À = z
– 1, z = 3, x = 2 – ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Êðîìå òîãî, ÷èñëî

ó íå÷åòíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè ó = 2n, ( )
2

2 1nz x- = ,

÷òî íåâîçìîæíî.
Ëåììà 1. Ïóñòü a 2≥ , ð – íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà
÷èñëî pa 1-  èìååò õîòÿ áû îäèí ïðîñòîé äåëèòåëü, íå ÿâ-
ëÿþùèéñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà à – 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

( ) ( ) ( )1 2 21 1 1 1p p pa a a a a a a b- -- = - + + + + + = -… .

Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî ÷èñëà à – 1 è b íå ìîãóò èìåòü îáùåãî
äåëèòåëÿ q, îòëè÷íîãî îò 1 è îò ð. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè à – 1
äåëèòñÿ íà q, òî è 1ma -  äåëèòñÿ íà q ïðè ëþáîì íàòóðàëü-
íîì m. Çíà÷èò, b = ql + p, ãäå l – íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Ïî-
ýòîìó b äåëèòñÿ íà q ëèøü ïðè q = 1 èëè ð.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòà-
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ëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà nb p=  è a – 1 äåëèòñÿ íà ð.
Äîêàæåì, ÷òî ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Ïîñêîëüêó b > ð, äîñ-
òàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî b íå äåëèòñÿ íà 2p . Äîêàæåì ýòî. Åñëè

1a p kα= + , ãäå k íå äåëèòñÿ íà ð, òî

( ) 1 2 21
1 1

2

pp p
a p k p k p p kα α α+

-
= + = + + ◊ ◊ + =…

1 21 p k p dα α+ += + + ,

ãäå d öåëîå. Îòñþäà ( )11pa p k pdα+- = + . Ïîñêîëüêó k íå
äåëèòñÿ íà ð, òî î÷åâèäíî, ÷òî b äåëèòñÿ íà ð è íå äåëèòñÿ íà

2p . Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2. Ïóñòü a 2≥ , ð – íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî è âû-
ïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ a 2π  è p 3π . Òîãäà

pa 1+  èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü, íå ÿâëÿþùèéñÿ äåëèòåëåì
÷èñëà à + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

( ) ( ) ( )1 2 21 1 1 1p p pa a a a a a a b- -+ = + - + + - + = +… .

Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî ÷èñëà à + 1 è b íå ìîãóò èìåòü îáùåãî
äåëèòåëÿ r, îòëè÷íîãî îò 1 è îò ð. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè à + 1
äåëèòñÿ íà r, òî è à + 1 äåëèòñÿ íà r ïðè ëþáîì íå÷åòíîì k;
åñëè æå k = 2m, òî 1ka -  äåëèòñÿ íà 2 1a - , êîòîðîå, â ñâîþ
î÷åðåäü, äåëèòñÿ íà r. Çíà÷èò, b = rl + ð, ãäå l – íåêîòîðîå
öåëîå ÷èñëî. Ïîýòîìó b äåëèòñÿ íà r ëèøü ïðè r = 1 èëè ð.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòà-
ëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé nb p=  è a + 1 äåëèòñÿ íà ð. Äîêà-
æåì, ÷òî ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî, êàê
è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1, b > ð. Èìååì 2 1b a a≥ - + ≥

1a p≥ + ≥ . Èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè íåðàâåíñòâ
ýòîé öåïî÷êè åñòü ñòðîãèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê è â äîêàçà-
òåëüñòâå ëåììû 1, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ÷èñëî b íå äåëèòñÿ íà

2p , ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Èç äîêàçàííûõ ëåìì ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà

2
1 2

y y yu vα -
± =  èìååò íå ìåíåå q + 1 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äå-

ëèòåëåé. Ïîñêîëüêó ( )mnd ,2 1u v = , u > 1, ïîëó÷àåì îòñþäà
íåðàâåíñòâî çàäà÷è.
Çàìå÷àíèå. Ôàêòè÷åñêè ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå, áîëåå ñèëü-
íîå, ÷åì óòâåðæäåíèå çàäà÷è, ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ÷èñëî ó ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå n
îòëè÷íûõ îò 1 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà x èìååò íå ìåíåå
n + 2 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.
Çíà÷èòåëüíîå óñèëåíèå ðåçóëüòàòà çàäà÷è ìîæíî áóäåò íàéòè
â “Êâàíòå” ¹1 çà 2006 ãîä.
5. Íå ñóùåñòâóåò.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî 1 0x π  è ïîëîæèì 1

1

1
y

x
= . Òîãäà

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 1 1 1 12 1f x y f x f f y f x a+ ≥ + + ≥ + ,

ãäå ( )2 1 0a f= > . Áóäåì äàëåå âûáèðàòü 1 1n n nx x y
- -

= + ,
1

n
n

y
x

= , 2n ≥ . Òîãäà

( ) ( ) ( )2 2 2

1 1n n n n nf x y f x a f x y a
- -

+ ≥ + = + + ≥

≥ ( ) ( )2 2

1 12nf x a f x na
-

+ ≥ ≥ +… .

ßñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( ) ( ) ( )1 2, , , nf x f x f x… …  íåîãðà-
íè÷åíà.
6. Íåëüçÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî âîçìîæíî. Çàìåòèì, ÷òî äâà èç ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èõ ïðîåêöèè íà âñå òðè îñè êîîðäèíàò ïåðåñåêà-
þòñÿ.
Ðàññìîòðèì 4 ïàðû ïàðàëëåëåïèïåäîâ: 1P  è 2P , 4P  è 5P ,

7P  è 8P , 
10P  è 

11P . Åñëè âçÿòü ïàðàëëåëåïèïåäû èç ðàçíûõ
ïàð, òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ, çíà÷èò, èõ ïðîåêöèè íà ëþáóþ îñü

ïåðåñåêàþòñÿ. Ïàðå ïàðàëëåëåïèïåäîâ èç îäíîé ïàðû ïîñòà-
âèì â ñîîòâåòñòâèå îñü êîîðäèíàò (îäíó èç îñåé, åñëè òàêî-
âûõ íåñêîëüêî), íà êîòîðóþ ïðîåêöèè ýòèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîñêîëüêó ïàð 4, à îñåé 3, íàéäóòñÿ äâå
ïàðû (ñêàæåì, 

1P  è 
2P , 

4P  è 
5P ), êîòîðûì ñîïîñòàâëåíà

îäíà è òà æå îñü Îõ.
Ïóñòü îòðåçêè 1 2 4 5, , ,S S S S  – ïðîåêöèè 

1 2 4 5, , ,P P P P  ñîîòâåò-
ñòâåííî íà îñü Îõ (ïóñòü iA  – ëåâûå êîíöû îòðåçêîâ iS , à

iB  – ïðàâûå). Èçâåñòíî, ÷òî îòðåçêè â ïàðàõ 1S  è 2 4,S S  è

5S  íå ïåðåñåêàþòñÿ, à â ëþáûõ äðóãèõ ïàðàõ – ïåðåñåêàþò-
ñÿ. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

1 1 2 2A B A B< < <  è 4 4 5 5A B A B< < < . Òàê êàê 1S  ïåðåñåêà-
åòñÿ ñ 

5S , òî 
5 1A B< . Íî òîãäà 

4 2B A< , è îòðåçêè 2S  è 4S

íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.
Çàìå÷àíèå. Îòâåò â ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å äëÿ 10 ïàðàëëå-
ëåïèïåäîâ òàêæå îòðèöàòåëüíûé, à äëÿ 9 ïàðàëëåëåïèïåäîâ –
ïîëîæèòåëüíûé.
7. Ïóñòü X è Y – ñåðåäèíû ÀÂ è CD ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.9),
ÀÂ è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ð (ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
Ð – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ëó÷åé ÀÂ è DC).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Î –
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ñðåäíèõ ëèíèé ÷åòûðå-
õóãîëüíèêà ABCD.
Òîãäà Î – ñåðåäèíà îò-
ðåçêà XY, òàê êàê ñå-
ðåäèíû ñòîðîí ÷åòûðå-
õóãîëüíèêà – âåðøèíû
ïàðàëëåëîãðàììà. Äà-
ëåå, ÐÎ – áèññåêòðèñà
è ìåäèàíà â òðåóãîëü-
íèêå XPY, ïîýòîìó îí
ðàâíîáåäðåííûé è

( ) ( )
1 1

180
2 2

XBO YCO ABC BCD BPC– + – = – + – = ∞ - – =

= PXY XBO XOB– = – + – ,

ïîýòîìó YCO XOB– = – , è òðåóãîëüíèêè ÎÕÂ è CYO ïî-

äîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî, 
OB XB

OC YO
= . Àíàëîãè÷íî,

OA XA XB

OD YO YO
= = , îòêóäà ñëåäóåò OA OC OB OD◊ = ◊ .

Ïóñòü òåïåðü OA OC OB OD◊ = ◊ . Çàìåòèì, ÷òî

AOB COD– + – =

= ( ) ( )180 180OAB OBA OCD ODC∞ - – - – + ∞ - – - – =

= ( )
1

360 180
2

DAB ABC BCD CDA∞ - – + – + – + – = ∞ .

Ïîýòîìó, åñëè äîñòðîèòü òðåóãîëüíèêè ÎÀÂ è OCD äî ïà-
ðàëëåëîãðàììîâ ÎÀKB è OCLD, òî ýòè ïàðàëëåëîãðàììû áó-

äóò ïîäîáíû (ïîñêîëüêó 
OA OA DO

AK OB OC
= = ). Òîãäà òðåóãîëü-

íèêè ÎÕÂ è ÑYÎ òàêæå ïîäîáíû, ïîñêîëüêó îíè ñîîòâåò-
ñòâóþò äðóã äðóãó ïðè ïîäîáèè ïàðàëëåëîãðàììîâ. Îòñþäà

XOB OCY OCB– = – = –  è COY XBO OBC– = – = – .

Ñëåäîâàòåëüíî,

 XOB BOC COY– + – + – = 180OCB BOC OBC– + – + – = ∞ ,

ò.å. òî÷êà Î ëåæèò íà ïðÿìîé XY. Àíàëîãè÷íî, Î ëåæèò íà
ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ñåðåäèíû äâóõ äðóãèõ ñòîðîí ÷åòûðå-
õóãîëüíèêà, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Òåîðåòè÷åñêèé òóð

9 êëàññ

1. 1 2k k= , 
( ) ( )

3 2 1

1 2 1

1,78
2

k L L

k L l L l

-
= ª

- - -
;

( )3

1 2 1 1

1

11,1 “ì
k

l l L L l
k

= = - - ª .

2. 2s aτ = ; ( )max 2 2v as= - , ( )2 2 1 0,83l s s= - ª .

3. Âîçìîæíû äâå ñõåìû «÷åðíîãî ÿùèêà». Äëÿ ïåðâîé èç íèõ
(ðèñ.10) R = 6 Îì, 14 2,4 nìR = , 34 3,6 nìR = . Äëÿ âòî-

ðîé (ðèñ.11) R = 2 Îì, 14

4
 nì

3
R = , 34

10
 nì

3
R = .

4. ( ) ( )30,13 0,01 10  d› *ã 0qc = ± ◊ ◊ .

10 êëàññ

1. 
( )

( )

3 3 2
1 2 21 1

3 23
2 21 2 1

l l lM l

M ll l l

+ -
=

+ -
; ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ

îðáèòà ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé, ïîýòîìó ïîòðåáóåòñÿ íåáîëü-
øîé äîïîëíèòåëüíûé ðàñõîä òîïëèâà íà åå ðåãóëÿðíóþ êîð-
ðåêòèðîâêó.

2. 

4

0

28
472 j

25
T T

Ê ˆ= ªÁ ˜Ë ¯
.

3. 
1 1 2

3 5

2 2
C R ν νÊ ˆ= +Á ˜Ë ¯

; 
2 1 2

5 7

2 2
C R ν νÊ ˆ= +Á ˜Ë ¯

;

3 1 2

5 5

2 2
C R ν νÊ ˆ= +Á ˜Ë ¯

.

4. 
2

U =
E

; 
2

I
R

=
E

; 1

2

3
P

P
= .

5. Äà, ïðîèçîéäåò.

11 êëàññ

1. 54,19 10  c 4,85 “32.
2 2

L L

R g

πτ = ª ◊ ª ;

2 1 2 11,2 *ì “
R

v gR gR
L

Ê ˆ= - ª ªÁ ˜Ë ¯
.

2. 
( )

ln 2
68

ln 99 98
n = ª .

3. 
0

,ä j 4,0 j
2

p b
T T T

R
Δ = - ª ª .

4. Äà, ïåðåéäåò; 
2

0 0

0

0

ln 1 18 ì“
SN B lr

t
lr N

μ
μ

Ê ˆ
= - - ªÁ ˜Ë ¯E

.

5. 5max

1

0

2 2 1 1
4,37 10  ì “kE hc

v
m m λ λ

Ê ˆ
= = - ª ◊Á ˜Ë ¯

;

5max 0

2

2
6,05 10  ì “kE e

v
m

ϕ+
= = ◊ ;

max

1 0,54 BkE

e
ϕ = - = ;

( ) 60

1 0

4
7,2 10N R

e

πε
ϕ ϕ= - ª ◊

-
.
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